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THE CONTINUOUS SPECTRUM OF HYDROGEN ASSOCIATED 
WITH EACH OF THE LINES IN THE 
BALMER SERIES^ 

B. Arakatsu, Y. Ota and K. Kimura 

1 Plate and 4 Fi#?uies 

(Accepted for publication Dec lllh, 1931) 

L 

The continuous spectrani^^ of hydrogen which originates near the 
limit (/ 3647 A) of the Balmer series and extends far into the ultra- 
violet region was observed l)y astronomers for a long time. It was first 
a8(x»rtaine<l by Stark, by the exjieriraental study of the [positive rays of 
hydrogen, tliat this spectrum was really due to the hydrogen atoms. 

The theoretical interpretation of this continuoiLs spectrum was given 
first by Bohr. Acconling to his conception, if an electron of the kinetic 
energy J mv' impinges (»n a proton an<l fonns a neutral atom in the 
discrete stationaiy^ state a =2 of the total energy W, a spectrum, whose 
frecjuency v be given by 

I mr’-W,= Av, 

is considered to lie emitted. The spectrum must then originate just at 
the limit of the series (hu= — W*) and extend to the shorter wave-length 
side with an intensity bistribution corresponding to that of the kinetic 
energy of the electrons before the combination. 

'J'he existence of this spectrum was also explained affcei-wanls, by 
SciiRoDiNQER in a new conception based on the view of the wave mechanics. 

§) Th*w paper was read before the anniverwury meeting of the Phyaieo-Matheinatical S<x?iety 
of Japan, October 29, 1931. 

1 ) Numerous literature is well summarued by Finkelnburg. W. Hnkelubarg, Phvs. Zeitsehrift, 
31, 1, 1930. 

[Mem. of the Fac. of Sci. & Agr. Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan. VoL v. No. 1, 
January, 1932.] 
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According to this theory, the element of the existence of this continnons 
spectrum was naturally derived from the wave equation of the atom as 
the eigen solutions corresponding to the positive continuous eigen values, 
and namely as a state existing in the oscillating system itself. It is 
demanded, also in this theory, that this continuous spectrum must be 
originated just at the series limit. No clear conception, however, was 
developed relating to the law to determine the intensity of this continuous 
spectrum. 

Having observed this continuous spectrum by a method of the electro- 
deless ring discharge, Herzbebg’^ noted that, instead of beginning just 
at this limit, it extended somewhat into the region of the Balmer lines. 
Astronomers had long observed this phenomenon in stellar spectra so 
markedly that the continuous background had been clearly seen at the 
region 3700 A''^ Wright^\ having studied its intensity distribution, has 
noticed that the continuous spectrum is probably associated with each of 
the Balmer lines of higher terms and suspected then Bohr’s stationary 
states might be broken beyond a limit. 

Now, in the course of the study on the hydrogen spectra, a set of 
remarkable phenomena have been discovered by the present writers, that is, 
the continuous spectrum of hydrogen, when it is emitted from a stream of 
positive rays produced by a condensed discharge and also by an electro- 
deless ring discharge, is closely connected to each of the lines of the 
Balmer series, just as is the theoretical continuous spectrum to the series 
limit, and that the intensity of this continuous spectrum seems to be 

2) Q. Henbeig, Ann. d. Pb^. 84, 5S5, 1927. 

3) I. Evenbed, Phil. Trans. A, 197, 399, 1901. 

W. u. Lady Hu^ns, Atlas of representative stellar spectra. 

J. Hartmann, Physik. Zeitschr.18, 429, 1917. 

W. H. Wright, Lick Obs. Ball. 9, 54, 1917. 

Publ. I4ck Obs. 13, 256, 1918. 

Proc. Amer. PhU. Soc. 49, 580, 1920. 
lick Obs. BaU. 10, 101, 1921. 

Katnre, 109, 810, 1982. 

Ghing Saiii YOr lick Bull. 12, 104, 1926. 

M. a Jolmson, Monthl. Not. 85, 813, 1925; 86, 300, 1926. 

4) W. H. Natqre, 109, 810, 1922. 
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oouditioned by the law which determines that of the line with which it 
is associated. 

The careful observations of these phenomena have naturally led us 
to the following Interesting conclusions. 

Firsti as Wbiqht supposed, in an actual hydrogen atom situated in 
an inter-atomic complication, only a set of quantized states up to a definite 
one, corresponding to its relations to the surrounding ions, are allowable, 
but it becomes difficult for quantized states beyond this limit to exist 
and they are obliterated to melt into an unquantized continuous region. 

Second, a collection of the ideal free hydrogen atoms does not emit 
the continuous spectrum originated just at the theoretical limit, i. e. the 
theoretical free hydrogen atom does not generally resonate (combine) with 
an electron which has an arbitrary amoimt of positive kinetic eneigy. 

Third, the continuous siiectrum of a |)erceptible intensity originates 
always at a certain line of the series^ namely, the atom which takes a part 
in emitting the so-called continuous spectrum at series limit is the one that 
has a continuous region of this kind. In other wonls, only the atom 
which is so affected by the fields of the neighbouring atoms as to be 
able to have a continuous state in it can resonate (combine) with any 
electron which has an arbitrary amuimt (positive) of kinetic energy. 

If we take an atom as the vibrating system and the electron 
Impinging on it as a train of waves of a frequency corresponding to its 
kinetic energy, these jihenomena are quite natural in view of the old 
undulatory theory of oscillators. Each of the particular solutions (includ- 
ing the continuous solution) of the Schiuidinger^s equation of free 
hydrogen atom is the element to produce the resonance beat phenomena 
in that atom; the actual resonance beat between a discrete element (11 = 
2 ) and the positive continuous one can only- occur when the atom has 
its own continuous region which may first excite itself in resonance to the 
coming electron wave and then beat with discrete eigen frequencies. 


11 . 


To find if there exist some connections between the continuous 
spectrum of hydrogen and its series lines, the emission spectrum of this 
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gas is carsfuly observed in various excitations. The condensed discharge 
through a Geissler tube and the electrodeless ring discharge were found 
to be suitable for this purpose. 


Fig. 1. 



The experimental arrangements for the heavy condor 9ed discharge 
are as shown In Fig. 1. Two high tension condensers specially made by 
SHiMAisu Seisaiotbho, each with a capacity of 0.05 microfarads^ are 
charged in a series by a large one-pole-earthed X-ray transformer from 
100 kv.^ up to 140 kv.^ and discharged through a Geissler tube by means 
of a spark gap of two aluminium balls. 
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In experiments of this kind It is most undesirable that a back 
shock by the heavy discharge should sometimes disturb the main of the 
electric installation of the laboratory. To protect the main from this 
shocks two precautions are made, one is to insert a pair of small inductances 
(1^) of suitable ca[)acitances (c«) to each of the primary circuits of the trans- 
formers, and the other, which is essentially effective for this purpose, 
is to have a set of water impedances Lj and h, in the high tension 
circuit. By aid of these water impedances the transmission of all kinds 
of high frequency efl^ts caused by the spark dischaige back into the 
transformer systems are choked, especially the sudden change of the state 
of the electrostatic induction between the primary and the secondary 
wiring in the filament current transformer Tj is quite reduced, so that 
no back effect is perceivable in the primary. 

The filament current of the kenotrons K„ and IC which are connect- 
eil ))arallel to each other to the same pole of this transformer in the 
opposite directions, are so adjusted 'that the sparks are made one or two 
in one second. The inductance which is inserted parallel to the 
(leissler tube G and earthed in the middle, is so provided for that no 
heavy spark can be made through S when no Geissler tube is inserted 
ill G. By this equipment the follow through current through S and G, 
which may be caused after each of the discharges, can be perfectly 
reduced to zero, and consequently only a pure instantaneous high fre- 
quency current can bo transmitted vigorously through the Geissler tube 
G. Thus we see that the brilliant radiation from G is due quite to this 
pure high fretpiency heavy ciurent in it. The current density through 
the tube G is controlled by changing the spaiic length in S, by varying 
the in<luctance or by making the tube in various dimensions. 

We used, at Hrsti a tube without any window, after being preheateil 
and discharged for hours through a hydrogen current introduced by a 
hot paradium tube. It was foimd, however, that the experimental result 
with this tube were, as far as the aspect of the continnous spectrum in 
relation to the Balmer lines is concerned, of the same character as 
those with a tube which has a quartz window and is filled with hydrogen 
obtained by electrolysis. 



comxcmvs spsqtbxtm of hydbogqsh 


m. 

In discharging heavy condensed electricity through a Geissler tube of 
hydrogen in various current densities and pressures (from 0.001 mm. to 
5 cm. of mercury) observations were made very conveniently by usingi 
in most cases, HUiOEB’s small quartz spectrograph. 

Now, at the instance of the heavy discharge, the capillary part of 
the tube appeared brilliant pink-white, while the wider parts at the 
ends glowed red, characteristic of hydrogen. We found this glow was due 
to the neutralizing positive rays of the hydrogen atoms and was very likely 
to be observed for this purpose*^ By observing this part from the side of 
the tube, under various conditions of discharge, a set of plates was obtained 
(Plate 1). To obtain a spectrogram which shows the intensity distribution 
of the continuous spectrum in the right way, no condensing lens was 
used. 

When the pressure was some hundredths mm. of mercury and the 
tube a large one, i. e. 4 cm. in diameter, we observed the lines up to 
the nineth or tenth of the Balmer series and the continuous spectrum 
originated sharply in its maximum intensity at the line of the highest 
member or the next appeared and gradually decayed in the region of 
2000 A"^. No secondary spectrum appeared. 

By increasing the pressure, the number of lines decreased one by 
one down to the 5th and the continuous i^ctrum originated always in 
its maximum intensity at the highest member line appearing in each 
case. 

Thus we see that the continuous spectrum of hydrogen excited by 
a condensed discharge of this kind is, at least up to this stagCi closely 
related with the line of the highest term appearing in each case, just 
as in the theoretical continuous spectrum with the series limit. 

5) Ahalogotu phenomenon was also found in the* experiment of the eleotrodeless ring dis* 
charge. 

6) These aspects were also weU observed hy ns in the experiment of the eleotrodeless ring 
discharge, jkb first aMaoked bj Heribeig. A well developed continuous spectrum asso- 
ciated with the lines near the limit of the Balmer series is observed. This will be written 
up later hi 
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It is to be noticed here that, in all of the above stages, the intensity 
of the continuous spectrum at its head is continuous with that of the 
last line at which the continuous spectrum begins. The photometric 
observations (which will be reported later) give the following diagramatlc 
intensity aspect (Fig. 2). 


Fig. 2. 



The intensity of the continuous spectrum decays from the head very 
gradually to the far ultra-violet region, indicating no 8^)ecia] irregularity 
ou passing the limit of the Balmer series. We ol>8erve<l, moreover, in 
every region of wave lengths the intensity of the continuous si>ectrum 
liecame stronger and well develo^^ed as the head began at a line of 
the lower member of the series. Thus we see the intensity of the 
continuous spectrum is closely related with that of the line with which 
it is associated. 

Now, when the pressure of hydrogen was iucrsased to two or three 
millimeters of mercury and the diameter of the dischaige tube was some 
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mms th6 spectrogram was composed of the diffuse first few lines of the 
Balmer series (up to Hi), and the well deyeloped continuous back 
ground originated from 

We noticed at once that the intensity of this continuous background 
increased abruptly by passing each of the lines which appeared. In 
some plates, a marked continuous spectrum was not observed between 

and but just originated at in maiked intensity, while in 
some others it originated at in a similar way. 

By increasing the pressure (up to some cm.) and the current density 
in the tube, we observed, by and by, the continuous spectra of the lower 
members more intensely. The strongest one among them displaced itself 
from the higher to the lower one as the density of the ions surrounding 
the radiating atom increased, and the Balmer lines disa]>pearod one by 
one. In the final instance, only the well devcloi>ed -continuous 
s])ectrum was observed^^ We tried in vain to obtain a H{)Octregram in 
which a continuous background of appreciable intensity extended further 
over this line into the infra-red region. 


IV. 

These phenomena have naturally led us to conclude that the origin 
of this continuous sjiectnim must 1)6 attributed to the atoms in neutral- 
izing states. BoHa-ScHRoDmoEB’s theory of the hydrogen atom is valid 
naturally only for an isolated free atom in its form. When the radiating 
atom, however, is surrounded by the ions of atoms or molecules, it lieco- 
omes difficult for the states of the higher princijial quantum number to 
exist quantized. They are obliterated to melt into an unquantized state” . 
Thus we see, as Wright”^ suspected, in some of the radiating atoms 

7} The phenomenon of thie l«>it Htage woe faeauttlVill^ ohierved by llulburt. £. O. Hulburt, 
Phys. Rav. 36, 13, ISW. 

8) We m'&y then, for convenience, ansign a name a (p, y, 6 } to the continuoun apectrum 

sharply originate<l fW>m the lines Ha (Ifp, Hy, HS ) and also to file state of an 

atom in which only a set of quantised states up to the principal quantum number 2, 

(’*, 4, 5, ) is allowable. 

9} Wri^ 169, 810, 1922. 
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only a set of quantized states up to a definite one, corresponding to the 
relations with the surrounding ions, are allowable, but quantized states 
beyond this limit become diffuse to build a continuous state. 


Fig. 3. 



The existence (as well as the inten- 
sity) of the continuous spectrum is found 
closely conditioned ])y the law to determine 
the intensity of the line to which it is 
related, or, named y, by the exist<3uce of 
this continuous state beyond the limit which 
is the up|K?r state of the line with which 
the continuous 8i)ectrum is associated. We 
can thus 8usi)ect at once that one of the 
factors in determining the intensity of 
the continuous S|)ectrmn8 is just one of 
the factors of the so-called transition 
probalulity of the associated line. The 
wave function of the ui>i)er state related 
to the line is now considered to take a 


part in determining the condition of the existence and the intensity of 
its associated continuous s|iectrum. 

These consi<lerations are quite natural if we are ri»minded of the 
intensity diagram mentioned above, namely, the fact that the intensity 
of the continuous 8])ectrum at its head is equal to that of the last line 
to which this head adjoins, (^)mbining this aspect with the fact that 
the continuous spectrum is smoothly develo|>ed from a Balmer line not 
only down to the ]:x)sition of the s<n*ieR limit but also over this (witlumt 
showing any irregularity there) far into the ultra-violet region, we are 
naturally led to conclude that the existence of the continuous region 
beyond a limiting quantum number is a necessary condition for the 
developement of this continuous si>ectrum which aj»j)earetl always associ- 
ated with the line, the upper state related to which is the limit of 
the allowable quantum state. 



10 


OONHUKOUS BFBOTBUM OF HVDBOGEK 


V. 


To ascertain if these aspects of phenomena be also observed further for 
the line of the higher terms in the aeries^ a method of the electrodeless 
ring discharge was employed, since this discharge can be made through 
the gas of very high vacuum and therfore one is likely to observe the 
Balmer lines up to the higher members. To excite the tube, the 
condensed discharge apparatus above described was used. The primary 
coil, which was wound ten turns untouched around a quarts tube of one 
metre in length and 2.7 cm. in diameter, was earthed at one end. 
(Fig. 4). 


Fig. 4. 



A : Pink white. B ; Pink red. C : Deep red, 

Balmer line (first few ones). Balmer lines. Balmer lines. 

Secondary spectrum. Continuous spectrum Continuous spectrum 

Continuous spectrum from from a certain line. from the last line 

visible far into the observed, 

ultra-violet. 


When a heavy condensed discharge was made through the primary 
coil the hydrogen gas in the tube glowed brilliantly under good cond- 
itions'®^ We noticed that the glow in B and C, which extended sometimes 
about 20 cm. from the end of the coil, was due to the positive rays of 
the hydrogen atoms which were excited in A and expelled by the 
electrostatic Eeld between the ends of the coil. These parts (especially 
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C) were observed by a small quartz spectrograph without any condensing 
lens. One of the spestrograms is reproduced in Plate 1 (e, f). 

We could thus extend the range of the observations of phenomena 
up to the higher members by decreasing the pressure of the gas in the 
tube even down to the stage at which the glow is <lue quite to the 
hydrogen atom liberated from the wall of the tube at the instance of 
the discharge ; the electrons (roftelled in the opjHMite direction) reach 
then to the end of the tube. As one sees, the ]»henomena have quite 
the same character as those observed in the condensed discharge experi- 
mentSi except that the widths of the lines apfiear in descending order 
as the number of terms ascendH*®\ 

The continuous 8|>ectniin originate<l also in this case always at the 
last line <djserved and develojaNl from there smoothly over the series 
limit to far ultra-violet. The inttmsity of the head of the continuous 
sjiectrum is in every cast*, equal to tliat of the last line with which this 
continuous spectrum asscxiiabnl. 

Thus we see that the inference we made in i)revious sections can 
be made too for the ajntiuuous s|iectrum associated with the lines of 
higher members. 

Now we can infer that a collection of free hydrogen ati)m8 emit 
the theoretical continuous s{HX*tnuu at the scn’ies limit with the intensity 
of the limiting line of the series, which is nil, or in other words, the 
theoretical continuous sjiectrum at stu-ies limit does not exist in nature. 


VL 

Since the continuous spectrum at series limit is thus originated 
always at a certain line of the series with the inUmsity of this line. 
It seems to us that the law to determine the intensity of the con- 
tinuous spectrum may bo derived by the law to determine that of the 
line with which this continuous spectrum neccessarily associates. The 
quantum states beyond the up}>er one of this line melt into a continuous 


10} The deteils of the iq>pearance wiU be repented later. 
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region. Being the continuotw spectmm (which extends far into ultra- 
violet) able to develop only when this continuous region exists, we can 
conclude that the coming election combines first with the proton in this 
continuous state having its whole energy in the atom system involved, and 
then transits to a discrete state (ns 2 in this case) with the probability 
of a line the upper state of which is its limit for this continuous state. 

If the })roton is in its free state, it will be naturally infered that 
no electron can combine with it, since, in this case, it is im])ossible to 
form first a continuous state and, tlierefoix^, the coming electron combines 
in a discrete (|uantum state with a transition pi’obability, (o), of the line 
of the series limit. 

This inference elucidates not only the mechanism of the emission 
of the continuous spectmm in association with the sorites lint* but also 
that of the combination of an electron with a ]>roton. 

If wo consider the ])roton and the electron as a train of waves and 
the state of the atom system as the stationary wave of tla^w two, or an 
oscillating system made uj) of them, we can ex[)ro8S the above pheno- 
mena roughly in the fidlowing way. 

15i)iiR-SciiK()EDrNGER’8 theory of hydrogen atom expresses the fme 
states of these oscillators. If an electron of an arbitrary amount of kinetic 
energy impinges on a fi*ec proton, no resonance occurs between them, 
the waves pass by mithout interfering with one another, the electron 
will then pass through, or reflect from, the proton, probably because there 
is no commensurable harmonics between the discrete frequency (energy) 
of this oscillator and the arbitrary amount of kinetic energy (fre(|uency) 
of the electron. 

When the proton is situated in an intm-atomic complication and is 
aflRicted by the field”^, the waves of the prot(»n and the electron are 
mo<lified so as to form an oscillating system having a continuous region 

1 1 ) The ai^mentK on tbe instability of an quantum «tnte in a iiebl will bt* diHCUHHcd laler 

in combination of tbe reaultK of Tnuibenberg*Gebaucr. 

H. Rauiteb T. Trmubenberg n. R. (lebauer, Katnrwi«w. 18, 132, 1030. 

HL Kauscb v. Traubenberg, B. Gebauer, G. Lewin, Naturwtesenaebaften, 19, 417, 1030. 

E. Gebauer und H. KauBcb, ZS. f. Phys. 71, 201, 1031. 
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of freijiioncy, or wliat is the same thing, when the oscillator has commen- 
surable harmonics with the frequency of the coming electron wave, there 
can occur the resonance ^transition or combination) phenomena to fonii a 
system of stationary waves, a state in the continuous region. Thereafter, 
the beat phenomena take place with any of the discrete states which are 
the quantum theoretical harmonics. ITiis is very natural in view of the 
old theory of oscillators. 

These considerations, with further ex[>eriinental studies of allied 
phenomena, will throw some light on the view of the theory of wave 
mechanics and the quantums physics. 
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ON SOME PECULIAR PHENOMENA OF THE ELECTRODELESS 
RING DISCHARGE THROUGH HYDROGEN 
IN A LONG TUBE. 

B. Abakatsu and K. Kixuba 
3 Figures 

(Accepted for publication Jan. 21 at, 1932) 

In the Gouree of the Btudy on the continuous spectrum of hydrogen 
associated with each of the Balmer lines^'^ a method of ejectrodeless ring 
discharge was employed. During the exiieriment with this raethcKi, 
especially when applied to a long tube, a series of interesting phenomena 
were observed. Some of them are described in the present paper. 

A quartz or glass tube (XY in Fig. 1) of one meter in length and 
about 3 cms. in diameter was woimd around, without being touched, 
with thick alminium wire using about ten turns in 10 cms. Through 
this << primary coil '' the condensed discharge was made at the rate of one 
or two per second by the apparatus previously reported^*\ Rough calcu- 
lations show that the discharging current in the coil reaches some 
thousands amperes in a period of V*<W000 second and the power of the 
discharge is about 26000 KW. By this heavy discharge, an euonnous 
amount of variation of the magnetic field was produced and conse- 
quently a sufficiently intense electro-motive force could be induced in 
the tube to excite very strongly gas under suitable pressure. 

The hydrogen used was sometimes introduced through a hot palla- 
dium tube, but it was generated in most cases by the electrolysis of a 
dilute aqueous solution of phosphorous |)enta oxide and introduced into 

(1) B. ARAK.vibU| Y. Ota, and K. Kimcba, Memoir of the FacnUv of Science and 

Agriculture. IWhoku Imp. Univ., Vol. V, 1, 1032. 

[Mem. of the Fao. of Sol 4Agr, Taifaoku Imp. Umv., Formosa, Japan, Vol. V., No. 2, Art. 

1, ManOi, 1982] 
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convenient in running the experiment for a long time. After passing a 
capillary tube of suitable dimensions, the gas was introduced through a 
desiccating tube of about one metre in length and two traps to the 
discharge tube (XY). 

Since it was found that a trace of mercury vapour in the tube 
remarkably affects the nature of the phenomena, precautions were made 
to experiment under conditions quite free from this gas. 

In order to expell the air and other impurities from the tube, the 
pump and the gas generator were continuously operated through-out the 
week before the experiment was commenced, during which the discharges 
were made intermittently. 


(H) 

As long as the pressure of the gas was higher than a millimeter of 
mercury, no glow was observed in the tube when heavy condenseil 
discharges were made through the primary coil. When the pressure 
reached about 0.5 mm. the hydrogen gas began to glow pale-white, the 
si)ectrum of which, when it was obstTved by a hand spectroscope, Avas 
continuous and extended from the yellow to the limit of the visible 
spectmm in the violet, (The first stage). 

As the gas in the tube was further evacuated, down to about 0.2 
mm., we noticed a blue line (H,) in this continuous background, while 
could hardly be detected in this case. A weak Fulcher ])and was 
sometimes observed. (The second stage). 

Up to this stage the glow was observed only in the part of the 
tube around which the primary coil was wound. When tht* pmssiu*o 
decreased down to 0.1 mm. the glow abruptly changeil its colour to light 
pink extending somewhat out from the coiled ]mrt. The hand-spectro- 
scopic observation in the coiled f>art then revealed the brilliant lialmer 
lines H«, Hp and with the strong secondary spectmm on a weak, 
continuous background. (The third stage). 

Further evacuation resulted in extending the column of the glow 
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out from the coiled part of the tube. At a pressure of about 0.01- 
0.005, the brilliant pink glow extended about 20cms. from the ends of 
the coil on each side. (The fourth stage). 

It is very interesting that there was no st nation observed throughout 
this glowing column 50cms. long, but only the variations of the colour 
in the different parts of the glow. Thus part A glowed brilliant pink- 
white tinted somewhat with blue-violet, i)art B pink- red, while part C 
was distinctly deep red^"*^. 


Fig. 2. 




At this stage, we noticed a fluorescent glow on the inner wall of 
the glass tube due to the bombardment of electrons, especially when the 
gas was evacuated down to 0.001 mm. and the great majority of the 
glowing atoms seemed liberated from the inner wall of the tube at the 
instance of the discharge. These aspects were not affected wlien a point 
of the primary coil was earthed. 


(III) 

The spectrographical observations on the different parts of the glow 
were interesting. The spectrum of the glow in the coiled part A was 
of a similar character to that of the ordinary Geisler discharge, namely, 
the first few Balmer lines with the secondary spectrum, covered by 
a weak, continuous one extending from the visible part of the 
spectrum to the .ultra-violet region, which is, by some writers. 


^3) J. J. Thomson, Phil. Mag., (2), p. 674, 1926. 
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accepted as the Zerfallsleuchten of the molecules^^^ In part B, out of 
the coil, one could hardly observe either the secondary syectrum or 
the continuous spectrum of the type just mentioned. But the Balmer lines 
developed well in this part up those from the tenth to the fifteenth 
member (or more according to the pressure of the gas) associating with 
the continuous spectrum which always originated at the last line of the 
observed Balmer lines in the same manner as the theoretical continuous 
spectrum related to the limit of the series^ The glow in part C 
revealed a spectrum of the same character as in part B, except for 
a slight difference in the distribution of the intensity among the lines 
and the sharpness of the association of the continuous spectrara with 
the last lino which appeared in the spectrogmm. 

The so-called water-bands at X 3064A. and X 2811 A were sometimes 
well observed. 


(IV) 

The glow in jnirts B and C must be considered, now without doubt, 
to be due to atoms in tlu* neutralizing states. These atoms could not 
have been produced by the excitation caused by the rapid variation of 
the stray magnc'tic field, becau^^e the spectrum of this part is of quite 
diffident charactt^r from that of jwirt A. In order to ascertain this, a 
tube of equal diameter was situated coaxially out of a coil. No glow 
was observed until one end of the tube was inserted some cm.s. in the 
coil. They also could not have bix»n excited by the Iximbardmont of the 
electrons on the hydrogim molecules there, since the spectrum must then 
have been accompanied by the intense secondary s|)ectrum, as one usual- 
ly experienced. The spt'ctnim observetl end-ou showed some Doppler 
effect. From these facts we couM ascertain that they are the positive 
rays of the hyilrogen atoms which were first excited by the rapid %’aria- 

(4) P. M. Blackett and J. Fiunk, ZB f. PhvB. 34, 3S9, 1925. 

J. G. WiNANb and E. C. G. SrucKELWERO. Proc. Nat. Acad. 14, 8t7, 192^. 

W. FiNKELNurKc^, ZS. f. Phys. 62, 024, 1930. 

6) B. Arakatsu, Y. Ota and K. Kimura, Memoirs of the Faculty of Science and Agri- 
culture. Taihoku Imp. Univ., Vol. V, 1, 1932. 
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tion of the magnetic held in part A and then expelled by the electro* 
static held set up between the ends of the inducting coil at the instance 
of the discharge. 

The electrons are naturally expelled in the opposite direction. The 
huorescence on the inner wall of the tube mentioned in the previous 
section is now found to be due to these electrons. 

This method is thus found to be useful in separating a group of 
protons from one of electrons. 


(V) 

It is to be remarked here that, notwithstanding the intense Balmer 
lines, the secondary spectrum could scarcely be observed in parts B and 
C. The positive rays of the atoms in the neutralizing states are consi- 
dered to recombine naturally in these parts into the neutral hydrogen 
molecules. If one of the combining atoms were an excited one, the 
secondary spectrum would have been observed in an intensity comparable 
with that of the Balmer lines. Hence it must be inferred that the 
hydrogen molecules are generally formed with two hydrogen atoms both 
in the ground level (w=l), probably in a manner of Heitler-London 
theory'®^ of homopolar combination. What is the reason, then, that the 
molecules are not formed from the atoms in excited states? The answer 
to this question is very simple, namely, this is due only to the difference 
of the mean life of the states. The life of the ground level is consi- 
dered to be infinitely groat in comparison with that of the excited ones. 
Otherwise the Heitler-London theory must be considered as losing its 
applicability to excited atoms. We see, thus, the secondary spectrum is 
emitted only when the molecules are directly excited by some cause, or 
when the atoms in excited states combine by chance in the presence of 
some catalitic agencies^"\ After the moleculSs once split up, the emission 
spectra of hydrogen are in general the Balmer lines and their associated 
continuous spectrum. 

(6) W. Hettlee and T. London Z. f. Phys. 44, 465, 1927. 

Y. SuoiUBA. Z. f. Phya. 46, 4S4, 1927. 

(7) R. W. Wood. Above quoted. 
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The observation of the Lyman region and the Werner band, for 
which we are now arranging, will elucidate the facts decisively. 

(VI) 

The phenomenon that Hp appears, at the second stage of the di- 
scharge, more intensely than H«, was also previously observed by many 
writers^'*^ It will be useful here to call to our attention the study of 
Wachsmuth and Winawer and of Jung^*’^. 

According to them, the pressure-conductivity relation of the hydrogen 
gas in a tube of the electrodeless ring discharge was shown diagrama- 
tically as in Fig. 3. 

By decreasing the pressure, the mean free path of the hydrogen 
molecules is naturally increased and hence the degree of the excitation 
of the molecules. 



The numbers I, 11, and III were given by us in order to show the 
corresponding stages of the discharge in the present experiment, which 
were described in the previous section. The condition in the first stage 

(8) L K. Robertson, Proc. Trans. Roy. S(xu Canada, 16, 161, 1922. 

J. Masson, Nature, 92, 50S, 1914. 

M. SCHLBSINOEB, Z. f. Physik, 38, 216, 1926. 

(9) R. Wachsmuth an B. Winawer, Ann. d. Physik, 42, 685, lOia 
H. Juno, A nn. d. Physik, 75, 201, 1924. 
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of the present experiment is found also to correspond to that of the 
excitation by the bombardment of electrons whose energy is imder 12.6 
volts, for we know in that case, for example, with Horton and Davies^*®^, 
that “a glow whose spectrum was continuous and extended from the 
yellow to the limit of the visible spectrum in the violet, was obtained 
at lower voltages than either the Balmer lines or the lines of the hydro- 
gen secondary spectrum, and without any ionization occurring.” 

The excitation in the second stage seems to correspond to that 
caused by the electrons of about 12.6 volts, by which the hydrogen 
molecule is said to be split up into normal atom and an excited (not 
ionized) one. This cosideration harmonizes with the fact that the con- 
ductivity of the gas is minimum in this stage. 

The principal quantum number of the state of this excited atom, 
or the quantum number of the electronic state of the molecule just 
before the splitting up is reasonably supposed to be four or, at most, 
five. If so, the fact that Hj, appears stronger than in this stage can 
bo anticipated in the following way. 

Let T<,/. be the transition probability between two states whose 
principal quantum number are ‘^i” and <‘f” respectively, then, since 
the initial state of all of the excited atoms is considered to be of the 
same quantum number, say four, the intensity of H, and H;, should be 
anticipated as 

J 

T4.3 + T4.2 + T4.1 T,.2 + T.^.x 

and 

j T4.2 

T4.3 + T4.2 + T4.1 

respectively, provided that the effect of the reversal phenomena in the 
radiation-atom system is neglected. 

The supposition that the hydrogen molecule in this stage may split 
up when it is excited to an electnonic state of the quantum number 
four, may be justified as follows. 

(10) F. Horton and A. C. Davies, Phil, Mag., 46, 872, 1903. 
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The energy-distance diagrams of the different states of the hydrogen 
molecule under this pressure may be distorted some-what, especially 
those of the higher quantum states become flat. If, then, an electron in 
a molecule of 1 ^ state (and also of a higher vibrational state) be ex- 
cited to an electronic state of the higher quantum number, say 4 11 the 
molecule must split up, in consequence of its instability, into a normal 
atom and an excited one whose quantum number is 4. . 

A higher state than this is probably, in this case, diffused to the 
continuous region of the kind that we described in the previous paper. 




The Principle of the Conservation of Angrnlar Momentum or the 
Principle of the Conservation of the Symmetry or Antis3rm- 
metry of the Total Wave Function (Bose or Fermi 
Statistics) in Molecules? 

B. Abakatstj and Y. Ota 

(Accepted for publication March loth, 1932) 


L Introduction. 

Ramaa*^ has recently reported ‘‘an experimental proof of the spin 
of the photon by observing the amount of the depolarization of the Raman 
spectra of 'various gases and liquids. According to the conception-^ of the 
spinning photon, “ it possesses besides energy 1w and linear momentum 
also an intrinsic spin or angular momentum ± ^ round an 
axis parallel to the direction of its motion.’^ The various states of 
polarization of light are regarded as characterised by their different chances 
of possessing spin with two alternative signs. The selection rules AK=0, 
±2 ill the rotational Raman spectra of simple diatomic molecules, which 
were empirically established by Wood*^ and Rasetti^^, have simply been 
derived by him on the basis of the principle of the conservation of 
angular momentum in the scattering process. 


(1) C. V. Raman and S. Bhagavantam. 

Nature, 12'^, 114, 1931 ; 12S, 545, 1931; 129, 22, 1932. 

Indian Journid of Physics, XV, 353, 1931. 

(2) P. A. M. Dirac, ^‘Quantum Meclianics,” p. 131, 1930. 

(3) R. W. Wood, Phil. Mag., 7, 744, 1929. 

R. W. Wood and G. H. Dieke, Phys. Rev., 35, 1355. 1930. 

(4) F. Rasetti, Nature, 123, 205, 757, 1929. 

Proc. Nat. Acad. Sci., 16, 234, 615, 1929. 

Phys. Rev., 34, 367, 1929. 

Zeitschr. f. Phys., 61, 589, 1930. 

[Mem. of the Fac. of Sci. ^ Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V., No. 2, 
Art, 2, March, 1932.] 
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This principle was early described by Sommerfeld*^ in the chapter 
of his first attack on the relation of waves and quanta. The Ether 
in Sommerfeld^s description has been replaced by Baman by the ^<Photon^\ 
According to the latter writer^ the photon which has initially a spin equal 
to (or — may either retain the same value or change its sign 

to — ^ result of the scattering process. The change 

in spin of the photon is thus 0 or 2 Bohr units. The corresponding 
change in the rotational quantum number of the molecule would be 
equal but opposite in sign, and would therefore be 0 or ± 2 . 

It is interesting to discuss here the boundary of the applicability of 
this simple and direct model-like explanation and to see if it har- 
monizes with other allied phenomena. 

IL Compton-Effect. 

Since the idea of the spinning photon originated from that of 
the spinning electron, which is derived by the model-like consideration 
of spectroscopic duplity, these two spinning « particles'' are in dual 
relation in the conception. The electron is, ab initio, possessed of 
its intrinsic angular momentum ^ so the electron without spin is 
inconceivable from this point of view. 

Now, considering the scattering process in the forward direction 
caused by the photon Jw impinging on a free electron 4 - ^ 

we can easily predict, on the basis of the above mentioned conception 
of the conservation of angular momentum, the Compton effect hu 
^ 4 -“^) as well as the unmodified scattering hv If vre hold 

moreover, the assumption that when an electron (or a system of electrons) 
gives up part of its energy to the surrounding ether (photon), the 
angular momentum (4- or — must also necessarily be given up together, 
then no antistokes Compton effect is anticipated, since otherwise the photon 
must be capable of the angular momentum of two Bohr's units, which 
contradicts the starting assumption. 


{!) A. SoMMSKFELP, Atombau u. Spektrallinien, p. 33S, 4th Edition. 
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If the photon hv collides with a free election (+5“^)? it is 

also subjected to the Compton Effect Iw* ( — besides the unmodified 
scattering hv ( — In this case, however, it may happen that the 
whole of the energy, together with the spin ( — of the photon bo 
taken up by the electron ( + \ which results in changing its sign 
to (— f and carrying the energy ^ mv^ (=: hv). This is a case of 

photo-electric phenomena. It is to be remarked here that we are not 
insisting upon this mode of description in interpreting the actual 
phenomena, but are inferring further according to Raman’s conception and 
finding the results which are (or are not) in harmony with experiments. 

Since the scattered photon always retains its spin vector in the 
same sign referred to the direction of its motion, no variation takes place 
in the nature of the states of polarization by this scattering process 
unless the electron could possess angular momentum more than \ 
unit of the quantum 

The fact that the Q Q branch appears in the higher vibration- 
rotation Raman spectra tells us that the photon can give to an electron 
or to a system of electrons a part of its energy with, as well as without, 
its angular momentum. 

III. The Selection Rules and the Polarization Principle. 

The conception of the angular momentum of the photon is, as is des- 
cribed in Sominerfeld’s work, closely connected with the selection rules 
in the radiation process of atoms. When an atom rearranges 
its configuration, it absorbs from, or emits to, the surrounding ether anni- 
hilating or creating photon respectively. The spectroscopic rule /\l = 
± 1 reconciles itself to the conception of the spinning photon )? 

provided that Z, as is used in the model-like spectroscopic explanation, is 
the number of the quanta of the angular momenta of the atom system and 
that the conservation principle holds during the photon-atom interaction. 

The photon emitted by an atom is necessarily shot out (propagated) 
uni-directionally. The photon emitted by the process i ^ 

atom must possess its angular momentum where I denotes 



28 THE PBENfCIPLE OF THE CONSERVATION OP ANGULAR MOMENTUM 


the component of the angular momentum of the atom in the direction 
of the motion of the emitted photon- 

Among the selection rules Ai =0 or ± 1, the first one, is a little 

difficult to accept as compatible with the conservation principle among 
the angular momenta in the atom-photon system, provided that j means 
the number of the quanta of the total angular momentum in the atom. 

As a matter of fact, it is meaningless, in this respect, to believe in 
the existence of the angular momentum of this kind if it is not conserved 
in a certain system. 

We must then either alter the meaning of I and j or abandon the 
conception of the spinning electron and photon. The means to avoid 
these difficulties is to accept, besides the spinning ones, the existence of 
the photon whose angular momentum is zero, and which is assumed to 
be linearly polarized. 

This latter conception is a contradiction to Kaman’s proposition 
stated in the first paragraph of this paper. If we take, however, this non- 
spinning photon as persisting in its nature in the interaction with atoms and 
molecules, we may account for the intensity of the CiQ branch in Raman 
spectrum as partly due to the non-spinning photon. The selection rules 
AK=0) ± 2 in the scattering process are, of course, retained. As to the 
states of the polarization in a statistical conception, the non-spinning 
photons have naturally the same character as the aggregation of the 
photons of two opposite signs in an equal chance. 

These additional properties in the conception of the photon are thus, 
up to this point, compatible with experimental facts. But the dual con- 
ception among the photon, the electron and the proton lead us to believe 
the existence of the non-spinning electron and proton. Though the various 
attempts to find direct evidence of the existence of the spin of the 
free electron and proton have hither-to failed, it is fairly difficult in these 
days either to dare to deny entirely the spinning electron or to believe 
in the partial existence of the non-spinning one.’^ 

Turning to the point of view of wave mechanics, we find the selec- 

fl) Quite recently, ^‘Versucbe sum Nackweis einer Polarisation der Elektronen ” is nicely 
done by Bupp. R Bupp, Physik. Zeitscbr., 33, 168, 1982. 
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tioa rules /\n=0, ±1 and the polarization principle in an electric field 
are naturally derived from the conception of the transition probability by 
calculating the matrix elements J du, J S du^^\ 

Here n, coresponds to the spectroscopic J in behaviour, though the 
conception of the electron spin is not yet taken in and so the numerical 
values are different. If we interpret the above integral as the electric 
moment of the field due to the radiation imparted by the atom system 
to the surrounding ether during the transition of the configuration 

in the atom, the wave mechanical interpretation of the selection rules 
and the polarization principle is quite analogous to that of Sommerfeld’s 
old treatment. Since the electric moment corresponding to the transition 
Jn=0 has only the Z-component (in the direction of the field) and 
therefore is linearly polarized, we mast naturally anticipate, in this case, 
no angular momentum of the electro-magnetic impulse. 

Thus, if we believe the principle of the conservation of angular mo- 
mentum we have naturally to believe also in the existence of the radia- 
tion (photon) possessing no spin angular momentum as well as those 

carrying -for— J* . The dual consequence is to accept the existence of the 

. . h 

electron and proton possessing no spin, besides those having -p or— ^-7;;;;-. 

Without going further into this topic wo may discuss some im- 
portant allied phenomena which may serve in settling the coneption. 


lY. Franck-Hertz*8 Experiment. 

Consider the case of the excitation of the atom by making an electron 
collide with its suitable kinetic energy. If the electron is possessed of the 
spin angular momentum itself and the principle of the conseiwa- 

tion of the angular momentum holds during this* scattering process, the 
change of the content of the angular momentum of the colliding atom 
would be 0 or 1 but never 2. 

But the experimental results^-^ with mercury vapour show that not 
only the excitation l^S^— ^2^, (A7’==l)> hut also the excitation l^S^— 2‘P2 

(1) E. ScHBCjDiNGEK, Abhandlungen p. 85, Snd Edition, 1928. 

(2) J. Fbanck and P. Jordan^ Anregnng von Quanten SprOngen durch StOsse, p. 72, 1926. 
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(^•s=s2) and (0—0) are favourable by this method. 

This is quite difficult to explain by the angular momentum concep- 
tions. 

It seems much preferable to state such things in quantum mechanical 
terms than to use such model-like expressions as << angular momentum ”, 
which should litterally obey the principle of their conservation. 

y. Wood and Loomis* Experiment.^'^ 

It is, here, very interesting to know how the rotation quantum num- 
ber of a molecule changes when it collides with the non-spin particle, 
He-atom. If the principle of the conservation of angular momentum 
strictly holds during the collision (scattering) process, in a similar way 
as stated by Raman in the case of the photon-molecule interaction, the 
rotation of the molecule would suffer no change. Wood and Loomis* 
experiment, however, tolls us that, during collisions in which the 
electronic quantum number is unchanged, the rotational quantum num- 
ber of an iodine molecule can only change by even number.** 

The explanation of this phenomenon may be done nicely from the 
stand point of wave mechanics. Since the molecule (colliding with the 
non-spin particle) always retains the symmetric or antisysmmetric property 
of the total wave function with respect to the two nuclei, according as to 
whether it satisfies the Bose or Fermi-Statistics respectively, the symmetric or 
antisysmmetric (in the positional coordinates of the two nuclei) molecule'-^ 
would retain its nature of symmetry during the process in which no 
quantum change of the electronic configuration function and of the protonic 
spin function would take place, so the rotational quantum number changes 
by such process by number. If the coupling of the rotational 

motion with other configurations is relatively loose, the change of the 
nature of sytmmetry in the rotational motion would affect very little 
the rest in changing the nature of the symmetry and then it has to 
control itself, restricted by its own statistics, so as not to destroy its 

(1) R. W. Wood and F. W, T^mis, PhU. Mag., 6, 231, 1923. 

(2) F. Huxd, Z. f. Phys., 42, 93, 1927. 
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own nature of symmetry. It gives rise to the selection rules aKssO, ± 2 , 
in such a process. 


VL Raman Spectra. 

Let us consider that the phenomena of the Baman Spectra, quite 
regardless of the spin of the photon, take place by the laws which hold 
in the molecular configuration itself. The controlling statistics is con- 
sidered to be strictly satisfied by every state of the molecule. 

In the scattering process, in which the electronic configuration in 
the molecule is not quantumly changed, the nature of symmetry with 
respect to the nuclei is determined by both the rotational function and the 
spin function of two nuclei. If the spin function be relatively more firmly 
coupled with the other electronic configuration (at least during the scatter- 
ing process), than with the rotational one, it would not alter its parallel 
or antiparallel property during the interaction in which only the rotational 
motion is quantumly changed. The allowable changes in the rotational 
motion, satisfying the principle of symmetry or antisymetry of the total 
wave function with respect to the two nuclei, are those ones in which 
AK=0, 


VIL Bonhoeffer’s Experiments-^ 

Up to this point, we have discussed the scattering (or collision) pro- 
cess of the atom or the molecule when it is attacked by (1) the photon 
the electron or the He atom (0). Hero we are con- 
sidering the collision process taking place among H, molecules, ^ ± 2n. ^ 

The hydrogen molecules in a closed vessel, all of which have initially 
a 0 rotational state, possess, after heating only the rotational motion of 
the even quantum number, as long as they are free from some catalytic 
processes'-^ 

(1) A tentative explanation formerly proposed by Wood and others assuming a virtual inter- 
mediate one between the intial and final rotational states bears some resemblance to 
this conception. 

(2) K. F, Bonhoefper u. P. Habteck, Sits. Ber. Preuss. Akad. d. Wiss., p. 103, 1929. 
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Thus we see that in the collision process, quite independent of the 
number of the angular momentum of the colliding particle (except 
the electron), the rotational motion of the molecule always obeys the selec- 
tion rules aK=0, ± 2 . The molecule shows, thus, a disposition to 
retain its own nature of symmetry with respect to the coordinates of two 
nuclei in consequence of satisfying the principle of the conservation of 
the symmetry or antisymmetry of its total wave function with respect to 
the nuclei, i. e., being controlled by the statistics which holds in that 
molecule. 



CBER FLACHEN UND KURVEN (I) 

S6ji MATSTJMtTHA (Adoptimame, friiher Soji Nakajima) 


(Accepted for publication May 18th, 1932) 

Im folgenden mochte ich Untersuchungen iiber 
Flachen und Kurven mitteilen 

(1) iiber periodisch topoloRische Abbildungren 

Bekannt ist das folgende zuerst von Biekhoff bewiesene sog. letzte 
Theorem von Poencak6 ; 

Jede flachentreue topologische Abbildung t eines Kreisrings R auf 
sich selbst, welche die boiden Randkreise mit entgegengesetztem Drehsinn 
einzeln auf sich selbst abbildet, lasst mindestens einen Punkt fest. 

Wir wollen hier auch eine topologische Abbildung t von R betrachten, 
aber die Voraussetzung der Faohentreue durch die der Periodizitat erset- 
zen- 

Wir behaupten, dass dann eine solche Abbildung nicht existieren 
kann, wenn fiii; die Abbildung nicht existieren kann, wenn flir die Ab- 
bildung der Randkreise die fruhere Voraussetzung beibehalten wird. 

Beweis : Die boiden konzentrischen Randkreise des Rings R seinen 
K (au88€n) und h (mncn). 

Es sei femer ein beliebiger zwischen K und k verlaufender und 
mit ihnen konzentrischer Kreis. 

Die Abbildung t besitze die Periode n, d.h. es sei 

r=l 

[Mem. of the Fac. of Sci. & Agr., Taihoku Imp. UniT., Formosji, Japan, Vol. V., No. 3, 

Art. 1, May, 1932] 
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Dann seien k^y kg, die successiven Bilder von bei ty 

r*"*, sodass also 

ist. 

Alle diese Bildkurven enthalten k im Innern, da nach Voraus- 
setzung k in sich selbst iibergehen soil. 

Wir bezeichnen mit (k^) den von k^ begrenzten abgescblossenen 
Bereich. 

Es sei (y) der den n Bereichen (k^) gemeinsame Bereich, ihr sog. 
Durchschnit, y sei seine Bandkurve. 

Dann ist y eine einfache geschlossene Kurve (JoEDAN-iuirve), welche 
auch k im Innem enthalt und welche wegen der Periodizitat von t durch 
t in sich selbst iibergefuhrt wird. 

Sie enthalt Pankte von ki wie von jeder der Bildkurven k^y da sie 
wegen der Periodizitat von t weder ganz im Innern noch ganz im Aus- 
seren einer Kurve k^ verlaufen kann. 

Betrachtet man neben ki einen anderen konzentrischen Kreis k/ 
zwischen k und K, der k^ im Innem enthalt, so entspricht ihm analog 
eine einfache geschlossene Kurve welche j im Innern enthalt. 

So entspricht der Schar allor zwischen K und k gelegener zu ihnen 
konzentrischer Kreise eine Schar von einfachen geschlossenen Kurven, 
welche bei t in sich selbst iibergehen, dieselbe gegensoitige „ Anordung 
besitzen wie die Kreise und den Kreisring R schlicht iiberdecken. 

Die Kreise K und k kann man zu dieser Kurvenschar hinzure- 
chnen. 

Hat man eine dieser Kurven y einen bei der Abbildung t festblei- 
benden Punkt F, so lasst sich daraus folgem, dass L die Identitat ist. 
Denn angenommen, der Punkt P von y bleibe bei t nicht fest, so betrach- 
ten wir denjenigen Teilbogen 7'=FP von y, der bei t vergrossert wird. 

Dann enthalt also das Bild t{y) den Bogen y als echten Teil, f(y) 
enthalt wieder t(y)y u. s. w. 

Dies wirdersprioht aber der Voraussetzung, dass t^(y)^y sein soli. 

Es besteht also jedenfalls y ganz aus Fixpunkten gegeniiber t 
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Nun betrachte man eine beliebige, ganz im Ring R verlaufende 
einfach geschlossene Kurve Z, welche mit y zwei Punkte gemein hat. 

Wie oben erhalt man dann aus I und seinen Bildem l^=:i{l)y 

l^=zt\l) eine bei t invariante einfache geschlossene Kurve 

^ welche mit y auch zwei Punkte gemeinsam hat, die nach dem Obigen 
bei t fest bleiben. 

Dann aber muss analog wie bei y auch jeder Punkt von X bei t 
festbleiben. 

Durch succossives Uberdecken des Innengebiets des Rings R mit 
solchen Kurven I (bezw. kann man nnn erreichen, dass man von 
jedem Innenpunkt ven R einsieht, dass er bei t nicht bewegt wird. 

i miisste also die Identitat sein. 

Dies aber Wiederspricht unsrer Voraussetzung, Tiber die Abbildung 
der beiden Randkreise R und h 

Urn unsre Behauptung also vollig zu beweisen, brauchen wir nur 
noch einzusehen, dass i mindestens einen Fixpunkt besitzen miisste. 

Besasse t namlich keinen Fixpunkt, so liesse sich analog wie bei 
V. KERfiKJAJiTo (Vorlesungen iiber Topologie, S. 224). K mit h durch 
einen einfachen Bogen verbinden, der mit semen Bildern 62 =Z( 6 j), 

keinen Punkt gemein hatte, was aber der Voraus- 
setzung iiber den entgegeugesetzten Drehsinn der Abbildung von K und 
h widerspriiche. 

Es gUt olao keinc pcriodisoMopologiachc Abbildunq des Kreisrings, 
welche die beiden Ilandkreise in entgegengesetztem Sinne dreht 


(2) Zur Differentirififeometrie der mehrdimensionalen Ellipsoide 

Vor einigen Jahren hat W. Suss fiir die Ellipsoide des dreidimension- 
alen Raumes mehrere charakteristische Siitze bewiesen (Proceedings of 
the Imperial Academy, Tokyo, 2 (1926) No. 3). 

Ich mochte hier einige joner Resultate auf mehrdimensionale Ellip- 
soide verallgemeinern. 

Dabei benutze ich die Formeln der affinen Diflferentialgeometrie nach 
Band 11 der BiASCHKE^schen Vorlesungen, insbesondere § 65, ohne Zitat. 
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Die Arbeit von Suss setze ich als bekannt voraus. 

Satz 1 : Die Ellipsoide sind die einzigen Eihyperfldehen des 
fiir welche die Mittelpunkte der beiden iie-Fj von Gegenpunkten zusem- 
menfallen. 

Beweis : Wenn H die mittlere Affinkriimmung ist, so ist der Mit- 
telpunkt j der iie-Ej von j bestimmt durch 

(1) 8=S+~»>- 

Sind jc und j zwei Gegenpunkte, so ist also nach Voraussetzung : 

(2) 8-8=0=£-S+-^^--^^ 

£b ist also 



Wegen 

(&> h> i)=o 

ist also 

(i)r(i).'’- 

Hieraus folgt 

(3a) H= const. order (36) 

Wie ich nun im 2. Band des Japanese Journal of Math. (S. 195) 
gezeigt habe> sind die Ellipsoide die einzigen Eihyperfl£U)hen mit kon> 
stantem H, sodass im Falle von (3a) der Beweis fertig ist. 

Im Falle von (36) aber folgt wegen A=const., wegen der 

Qeschlossenheit von jc also 

(4) A=-l. 

Dann aber ist nach (4) und wegen der Bedeutung von i 



( 5 ) 


const* ^ a, 
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also nach (2) 

(6) 

(7) (j-j)3£=a=con8t., 

d. h. die Eihyperflache besitzt konstante Affinbreite. Dann aber folgfc 
unser Satz aus einem Ergebnis von Suss, der (in T6hoku Math. Journal 
30) gezeigt hat, dass die mehrdimensionalen Ellipsoide die einzigen 
Eihyperflachen konstanter Affinbreite sind. 

Satz 2: Die einzigen wechselseitig affinparallelen Eihyperflachen 
des Hn+i Ellipsoide. 

Beweis : Nach Definition ist 

(1) E-E=i’9=^- 
Daraus folgt durch Differentiation 

E < - E' =P‘<) +i>®'E/ 

Nach (1) ist also p^z=pi=:0, 

(2) p=con8tf const. 

Nach (1) und (2) ist nun 


! (S-E)*=i’=co“8t.=;A:|-»,2(j-5)f, 

... _ , _ _ 
{ 3 C-j:)X=-p=coiist.= "'i(E-E)f> 

Wenn k die gewohnliche Kriimmung ist. 

Aus (1) und (3) ergibt sich 

kp^^^z=k{pY'^y 

Nach (2) also 

(4) h={jLy°'k=<^. 

Nach Suss (T6hoku Math. Joura. 30) folgt aber aus der Proportion- 
alitllt (4) der gewohnlichen Kriimmungen, dass die Hyperflachen j und 
{ homothetisch sind, also 
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(5) S=(^) "s+o=rs+a (r=const.) 
ist. 

Nach (1) und (5) ist jetzt 

(r-l)K+a=J^=^» 

also 

daraus folgt 

( 7 . 1 1 ? -.= const. fiir i=hy 

( 6 ) P 

( 0 fiir ? 4^^’. 

Nun ist die mittlere Aflfinkriimmung 

(7) H=-— BJ= =con 8 t., 

n p 

also nach meinem fruheren, schon beim Beweis von Satz 1 benutzten 
Ergebnis, 5 ein Ellipsoid sein muss. 

Ebenso erkennt man, dass auch j ein Ellipsoid sein muss, w.z.b.w. 
Sieht man von der Geschlossenheit der Flachen ab, so existieren 
schon im R., nach Suss (Math. Ann. 98) andere Paare wechselseitiger 
Affinparallelflachen ausser Ellipsoiden, ein Art affiner WEiNGARTENflachen. 

Etwas entsprechendes diirfte sich bei allgemeinen wechselseitig 
affinparallelen Hyperflachen ergeben. 


(3) ilber wechselseitig: afflinparallele Flachen, die sleichzeitig: 
Afflinrotationsflachen mit derselben Achse sind 

1. W. Sijs^^ hat^*^ eine durch besondere affingeometrische Eigen- 
Bchaften .definierte Elachenklasse untersucht, die er AflBnrotationsflachen 
nennt, well sie die analogen Eigenschaften besitzen, wie die Rotations- 
fldcfien der gewohnlichen Geometrie. 


(1) Math. Annalen 98, (1927<-28) S. 648^96. 
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Ihre Affinnonnalen trefffen alle eine bestimmte Gerade a, die wir die 
„ Aclise nennen. 

Ihre „ Meridiane d. h. die Schnittkurven mit den durch die Achse 
a gehenden Ebenen, sind Schattengrenzen. 

Ihre „ Breitenkurven 'S d. h. die Kurven, langB denen die Affiinnor- 
malen der Flache alle durch denselben Punkt der Achse a gehen, sind 
samtlich einander ahnliche und beziiglich der Achse zueinander ahnlich 
gelegene Kegelschnitte, langs welchen die affinen Hauptkriinimungsradien 
koiistante Werte haben. 

Meridiane und Breitenkurven sind Affinkriimmungslinien, 

Man kann sich nun die Aufgabe vorlegen, samtliche Affinrotations- 
d^hen jc zu untersuchen, deren afhnparallele Flachen wieder Afhnrota- 
tionsfliichen mit derselben Achse sind. 

Dabei heisst jede Flache 

(1) y*^y 4 .pjj (p=con8t.) 

nach atfinparallel zu y. Affinparallelismus ist im allgemeine kein 

wechselseitiges Verhaltnis. 

Ich behau])te nim : 

2. Jetle zur Affinrotationsflache j wechselweise affinparallele Fliiche 
y*, fiir die also ausser (1) auch 

( 1* j (i>* = const. ) 

gilt, ist \vie<ler cine Affinrotationsfl&che mit derselben Achse. 

Beweis: Indem wir die Beziechungen der zitierten Arbeiten iiber- 
nehmen, erhalten wir fur die Affinrotationsflache y die Gleichimg 

(2) i+li^=/3a (a=const., ^32=0) 

Nach (1) und (1*) entsprechen sich die Affiinkriimmungslinien von 
S und jc*. 

Wir wollcn den affinen Hauptknimmungsradius berechnen, wozu 
wir ims des affingeometrischen Gegenstiicks der Formeln von O. Rodrigues 
bedienen : 

(2) Math. Aniialen, 98, (1927-28) S. 313-220. 
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(3) sf+Kfi,f=0. 

Nach (1), (1*) und (2) dndet man 

P 

also wegen (3) 

(4) Rf==j5*— 

P 

Hiernach ist speziell der zur linken Seite von (2) analoge Ausdruck 

j* + R»5*=(S+j9^) + (^P*-^R, 

=j+Ki^=j9a> w.z.b.w. 

Man kann auch so schliessen : Die Affinnormalen von jc* und jc 
fallen, wie aus (1) und (1*) leicht folgt, in entsprechenden Punkten 
miteinander zusammen, also sind die beiden FlcU^ben gleicbzeitig Afbnro- 
tationsda^ben mit derselben Achse. 

3. Wir betrachten jetzt die umgekehrte Aufgabe : Die Flachen j 
und 5 * seien gleicbzitig Affinrotationsflachen in it derselben Achse. 

Es gelte also (2) und 

( 2 *) + 

Es sei ausserdem zu j affinparallel, d. h. es bostehe nocb die 
Gleichung (1). 

Frage : Wann gilt dann auch (1*) fur wechselweisen Affinparalle- 
lismus. 

Wir behaupten, die Afhnrotationsddehen jc und jc* zur selben Achse 
sind dann und nur dann wechselweise afhnparalle], wenn 

Wir zeigen zunachst, dass diese Bedingung hinreiohend ist. 

Wir setzen dapn entsprechend (4) 

p*^ p^ . 

^ P-^ 

und berechnen aus (1), (2) und (2*) 

r^+»*b=r+«r+^5L_ r_iS S -£!Ll 

i -rr y k-r^k-r ^ ^ ^ ^ 
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= 5 , w. z. b. w 

Die Bedingung isfc aber auch notwendig. 

Denn wir batten ja gerade in Nr. 2 ans (1) (1*) und (2) schon (2*) 
mit der Nebenbedingung ^=/J* abgeleitet. 

(4) Eine charakteristische EUrenschaft der 
Affinrotationsflachen 

Die von W. Suss eingefuhrten Affinrotationsflachen^^^ sind dadurch 
definiert, dass ihre Affinnormalen eine feste Achse a schneiden und ihre 
Meridiane, d. h. die Schnittkurven mit den Ebenen durch a Schatten- 
grenzen sind. 

Letztere bilden zugleich die eine Schar von Affinkriimmungslinien. 

Die andere Schar besteht aus den Breitenkurven, langs welchen die 
Affinnormalen durch einen festen Punkt der Achse a gehen. 

Die Breitenkurven sind in parallelen Ebenen gelegene, einander 
ahnliche und zu a ahnJich gelegene Kegelschnitte, langs welchen die 
Affinkriimmungsradien konstant sind ; sie bilden zugleich die eine Schar 
von DARBoux'sehen Kurven. 

B. Su^*^ hat bemerkt, dass die Affinrotationsflachen bei Anschluss 
von Affinspharen auch dadurch charakterisiert werden kbnnen, dass auf 
ihnen ein S3r8tem DARBoux’seher Kurven in parallelen Ebenen verlauft, 
Oder auch dadurch, dass ein System von DARBOUX^schen Kurven eben 
ist und zugleich aus Affinkrummungslinien besteht, wahrend die 
Affinnormalen in die Schmiegebenen der konjugierten Kurven fallen. 

Bei beiden Kennzeichnungen wird von der m. E. sehr einschneidenden 
Voraussetzung ausgegangen, dass die DARBOux’sehen Kurven eben sind. 

Im folgenden will ich versuchen, diese Voraussetzung durch eine 
andere zu ersetzen, welche weniger auszusagen scheint. Ich beweise 
den Satz: 

(1) Mathemat. Annalen, Bd. 98 (1027-28) S. 848. 

(2) Japanese Journ. of Math., Vol. 5, (1928) p. 211, Satz 22 und .M2. Su hat auch noch 

andere Methoden angeben, die betnichtete FJachenklasse zu charakterisieren. 
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Die Affinrotationsflachen sind bei Ansschluss von Affinspharen da- 
durch charakterisiert, dass auf ihnen eine Schar von Affinkriimmungs- 
linien zugleich DARBOUx’sche Kurven sind und dass langs diesen Kurven 
beide Affinkriimmungsradien konstante Werte haben. 

Beweis: Wie wablen die Affinkrummungslinien zu Parameterkur- 

ven. 

Dann ist (W. Blaschke : Differentialgeometrie 11) 

(1) G,,=B,,=0. 

Die Knrven const., mogen nun zugleich Darboux^scIic Kun^n 

sein. 

Dann ist 

(2) Aj22=A|>=AJ2=A„2=A5i=0, 

z. T. wegen der Apolaritatsrelationen Af*=0. 

Nach Voraussetzung soli 

(3) -??!-= =0 

' ^ dti‘ 3 m * 

sein. 

Dann ist nach den Formeln von O. Rodrigues 


(4) 5(m’)=j+R^ 

von unabhangig. 

Daraus folgt 


( 5 ) 

( 6 ) 






a'l 


S— 


= (^)r 


h 


R, / 3m’3m* ' Rj ’ 


woraus man durch Vergleich mit den Ableitungsgleichungon 
= A44.J/ 4* 

nach (1) und (2) erhalt man : 


( 7 ) 




3G„ 


W 
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Dabei nehmen wir ani dass sein. Durch passende Wahl von 

konnen wir dann 

(8) G„= const., iri|=0 

machen, was wir als geschehen annehmen. 

Nach (2) und (8) ist aber nun 

=A!i5.+Gii1). 

d.h. die Kurven W“=const. sind ebme Kurven. 

Nach (5) liegt der Vektor j' (w') in alien diesen Ebenen, d. h. 
j (w^) muss eine Gorade a durchlaufen. 

Diese Gerade a wird nach (4) von alien Affinnormalen der Flache 
geschnitten. 

Nach (5) und (6) sind ferner die ebenen Kurven m‘= const. Affin- 
kriimmungslinien und Schattengrenzen. 

Hiermit ist aber der Anschluss an die Definition dor Affinrotations- 
flachen von Suss orrcicht, w.z.b,w. 

Alan kann aber auch unabhangig von jener Deifinition einfach die 
Ilaupteigenschaften unst^rer Fhichen ableiten. Zum Beispiel liefern (6) 

uud (9) bei verschiodener Bildung von ^ 

^ ^ “ (0u')-0u= 

(10) =0, A.l=A.|=/(«')- 

0lt* 

Nun ist nach (6) wegeu 


Funktion von R, und R.,, also wegeu (3) von u- imab- 
hangig, nach (10) also auch 


0 

0K- 


(/;i)=o, 
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woraos folgt: 

Da aber eine elnfache Rechnung Glelchung (15)] 

(r V 

V5» (3,t*)* ’ / 2 

x(3Ei> S» 9) 

ergibt, so verlaufen die Kiirvcn w’^const. nach (11) gleichfalls in 
Ebenen, welche nach (6) zueinander parallel sind. 


(5) ilber den analytischen Charakter von AflBn-Minimalflachen 
nnd Relativ-Minimalflachen 

Bekanntlich sind gewohnliche Minimald^hen analytisch. 

Dies geht z. B. aus der bekannten WEtERSTRASs’schcn Darstellung 
hervor. 

Eine ahnliche Darstellung gibt es nun noch nicht fiir Affin-Minimal- 
flachen, sodass zur Untersuchung des analytischen Charakters dieser 
Flachen andere Hilfmittel herangezogen werden mussen. 

Ich will nun hier zeigen : 

Satz 1 : Afhn-Mininialflachen mit positiv-de fin iter quadratischer 
Grundform sind analytisch. 

Beweis: Indem ich mich in den Beziechungen den bekanntesten 
Vorlesungen uber Differentialgeometrie II von Blaschke anschliesse^ 
setze ich fiir Affinminimalimohen 

( 1 ) 

an. 

Da diese Gleichung eine Losung besitzt, existieren sog. affinisotherme 
Parameter, fur die 

(2) .G.,==0, 

wild, sodass (1) die Gestalt eihftlt: 
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(3) A*=lx^+I^=0. 

Nach (3) aber sind die Komponenteii von X analytische Funk- 
tionen^ denn sie lassen sich so darstellen : 

(4) 2, 3). 

Der kontravariante Yektor ist also fur unsre Affin-Minimalfl^hen 
stets analytisch. 

Dass aber dann auch ^ analytisch ist, kann man entweder den 
speziellen Formeln von Lelieuvre [l.c. 8. 140 ( 49)1 entnehmen. 

Oder man schliessst [vergl. Lc. 8. 162 (a 8), (a 11) 8. 163 (a 28)] 
dasselbe aus den allgemeinen Formln von Lelieuvre. 

Naturlich lasst sich eine analoge 8chlu8swei8e auch fiir gewohnliche 
MinimalfleUshen durchfiihren. 

Es taucht dabei die Frage auf, ob auch Relative-Minimal flachen im 
8inne von Emil Muller bei analjijischer Eichflache analytisch sind. 

Nach dem hicr gegebenen Beweis wird diose Frage zu bcjahen sein, 
falls es ein passendes Analogon der Formeln von Lelieuvre in der 
relativen Flachentheorie gibt. 

Nun lasst sich aber tatsachlich mit Hilfe der von mir a. a. 0. 
auf gestellten Grund formeln der Kelativ-Geometrie oflPenbar die Ablei- 
tung der genannten Formeln [1. c. 8. 163 (a 28)] iibertrageu ; es gibt also 

Satz 2 : Jcde Rclcdk'-Minivialflachc mit pomtiv-dcjlniter qmdraiischcr 
Grundform und analyiischer Eichflache ist selbd analytisch, 

Hierin ist der 8atz fiir gewohnliche Minimalflachen als Spezialfall 
enthalten. 


(6) Der Satz von Bnmn und Minkowski fur n- 
dimensionale Parallelotope 

Wir beweisen hier den folgenden 8pezialfall des bekannten Satzes 
von Brukn und Minkowski aus der Theorie der konvexen Korper mit 

(1) Nakajima, S: Die Unindformeln der relativen FlScbentbeurie ; Japanese Joumid of 
Math. Vol. Vn (1930) p. 4;i. 
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elementaren Mitteln : 

Es seien und R 2 rechtwlnklige n-dimensionale Parallelotope 
(Analogon on Parallelogramm und Parallelepiped) von gleichem Eaum- 
inhalt und paarweise parallelen Kanten bezw. 

Dann behaupten wir : 

Das Volumen von (l — i) P/ + <R ist: 

(B) i,[(l-<)P+<R]^l, (0<<<1) 

und bier gilt das Gleichbeitszeichen nur fiir 

(i=l, 2, ,n) 

Beweis : Zunacbst ist nacb Vorausaetzung wegen der Raumgleichheit 

( 1 ) /Iar=:nhr = h 

r r 

Wir fragen nun, wie sich bei festen Werten von und i die Zahlen 
so bestimmen lassen, dass v [(1— <)P+<R] moglichst klein wird. Es 
ist 


(2) <(l~<)P + <R]=//[(l-<)^*r + <^r], 

r 

Zunaehst existiert das Minimum sicher in einem beschranktcn In- 
terval! fur a,. 

Denn, ist <ZM=Max und 6^=Min hr, so ist 
(1 — t )a5i + I — ^ )®M> 

also nach (2) 

( 3) <( l-t)P+<R]^( l-<)aM[t6J"-*. 

Hieraus erkennt man, dass die linke Seite von (2) und (3) mit 
liber alle Grenzen wftchst, also ihr Minimum in einem beschrankten In- 
tervalle von Uegt. 

Man findet nun das Minimum durch Differenzieren z.B. nach Uj mit 
der Nebenbedingung (1). 

Wir setzen dabei nach (2): 
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( 4 ) 


cti — Xy <x„ 


1 1 a 

— , also a 2 = . 

a X 


Dana wird nach (2) : 

log »[(l-<)P+<R]=log [(l-<)x+<6,] 

+ log [(l-<)_fL+<6J+log F, 

X 


wobei F unabhangig von x=a, ist. 

Daraus erhalt man fur das Minimum: 

d log t?[(l- OP+<R] ^ 1^2^? (l-Qg 

dx (l-t)x+ib, J.|'(l-<)a 


d. h. bx’=bta, x=^ai=J > 

1 bi ‘ r t», 

a» b, 

Auf analoge AVeise aber erhalt man fiir je zwei Indizes //, v 

(5) 

a, b, 

wonach wegon (1) fiir das Minimum 

( 6 ) a,=b^ 

folgt. 

Hiermit ist aber unsere Behauptung (B) schon bewiesen. 


Analog zu (B) folgt fur 




(B') //(aa,+^6,)_-(a+^)« 


Wenn wir dio Beschrankung (1) beiseite lassen, also irgend zwei 
rechtwinklige Parallelotope P', 11' mit |)aarweise parallelen Kanten a'^y 
6' betrachten, so gilt dann nach (B) fiir die ihnen homothetischen 


■ ^ _ 
>i;rPT’ ^ «(»') 



48 


UBEB FLKOHEN UKD KUBVEN (I) 


vom 1 yegen v(P')=y7a^, i>(E')sss/76J: 


.*T 






also nach (B'), wenn wie 


^._ l-< t 


^-^TpT 


r 


setzen : 


(7) ^^/y[aa; +/96;]>«^7/< +/9?7/6;. 

Hierin sind alle Zahlen nicht-negativ. 

Das Gleichheitszeichen gilt hierin nach (5) nur, wenn 

a. •• a.* : •• a»=^ : : •• K> 

d, h. wenn die Parallelotope P', R' einander homothetisch sind. 

Natiirlich besteht die Fraje, ob sich der BnuNN-MiNKOWSKi^sche Satz 
nicht auch fur andere Polyeder und Polytope besonders einfach beweisen 
lassen wird. 

Indessen diirften die betrachteten Parallelotope schon wegen der ein- 
fachen Inhaltsdarstellung fur die Berechnung don Vorzug besitzen. 


(7) Eine Keiuizeichniiiig homothetischer Eiflachen 

Satz : Die Eigenadiajl zweier EifidLcJiCUy liomoHietiscI^ (dhrdich und zu 
einander dhrdich gdegen) zu sein, wird dadurch gekennzeiohnet, doss dire 
aenhrecJden Prxgeklionen in alien mdglichen Bichtungen paarweise lumothetisch 
sind. 

Beweis : 1st w der Ehiheitsvektor in der jeweiligen Projektions- 
richtung, sind femer 

j(«’, «*), e(«', «') 

die bolder Eiflftchen und e ibre Projcktionen, so gilt 
(1) e=e-(ett»)«, 
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Dass die Projektionen homothetifioher Eiflftchen homothetisch Bind, 
ist evide'ii. . 

Eb Beien die Projektionen .ietzt hmgekehijl^ homothetisch ; 

(2) X^Xiw). 

Eie Kurve 

u^=0 

Bei auf ;i; die Eigenschattengrenze bei Beleuchtiing in Richtung a>. 

Dann ist nach (1) und (2) 

jCi - ( itto )w=:;[e, - ( Cia> )«>]. 

Nun hesteht zwischen den und C/ i»ei Zuordnung der Punkte von y 
und c durch Abbildung noch Parallelen Normalen eine Beziehung 

( 3 ) 

sodasB fur 

ti^=0 

folgt : 

1-AB}=0 

(4) B!= ^ =conBt. fiir w‘=0. 

Die Grosse X ist flir ein festes (o zwar konstant, aber kbnnte zuniichst 
ais mit 10 variabel angesehen wenleu. 

Betrachten wir jedoch die beideu Richtungen und fiir die 
X{€o) seinen grbssten und seinen kleinsten Wert annimt (was stets der 
^all ist, da X eine auf der Kugel stetige Funktion ist), so erkennt man, 
dass diese Richtungen senkrecht stehen auf deujenigen Richtungen 

f*i9 Pi 

maximalen bzw. minimalen Verhaltnisses der Breiten der Projektions- 
figuren. 

X wird aber dann in jeder zu />, senkrechten Richtung Wi den 
maximalen und in jeder zu pi senkrechten Richtung den minimalen 
Wert annehmen. 
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Dlese Biohtungeii. 

(0\y 0)%2 

fallen aber zweimal ziisammen^'^ ; es iRt also ^ in alien Kichtungen (o 
konstant. 

Dann ist aber in irgend einer zweiten Kichtung analog zu (4) 

(4') B|=const., 

also nach Fomiein der rolativen Flachentheorie von j beziiglich e als 
Eichflache*^®^ die mittere Relativkrummung 

(5) H= ^ B*=const., 

2 

also y als Eiflache eine Uelati vsphare^ beziiglich c> d. h. y zu c homo- 
thetisch, w. z. b. w. (Vergl. Tohoku Math. J. Vol. 35, p. 285.) 

(8) liber konvexe geschlossene Kurven und Flachen 

Zuerst wollen wir den fblgenden Saotz beweise.n 
1. Satz 1 : Es seien S, und S_. zwei beliebige parallele Stiitzob(»nc*n, 
B, und B, ihre Beriihrungspunkte mit Eikorper E. 

Es sei stets 

( 1 ) B,B 2 =s= const., 

dann muss es ein Eikorper von konstantcr Breite sein. 

Beweis : Es sei 

h=h{<p, <?), 

Breite in der Eichtung d) in Polarkoordinaten, dann ist 

( 2 ) ») 

(1) Vergl. den JBeweis in meiner Arbeit: Eine cbaralcterislische Eigemichaft der Kugel ; 
Jahresberioht der D. Math. Ver. S5, (1926) S. 298. 

(2) Vergl. z. B. meine Arbeit; Die (Irundfprmeln der Belativen Flachentheorie Japanese 
Journal of Jtfath; Vol. VII, (1030) p. 43. 

(3) SOss. W ; Zur reUtiyen DiflTerentialgeometrie I; Jap. Joum. of Math. IV (1927). p. 
57. 
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fSr alia (jP> i*). 

Behaniitiiiigr •* «>& iat unmoglichl 
Ware nftmlich 

WO (^^ <>') die Richtiing von ist, «o waren die zugehorigen Kbenen 
S{ und Sj keine Stutzebenen. 

Also 

S^6(^, <?)=const., w. z. b. w. 

2. Satz 2 : Hat fur eine Eilinie E der liadiusvektor fiir einen 
Pol 0 in E die Poriode a : 


(1) r(f)=r(^p + a), 

so hat auch dio Stiitzgeradenfuiiktion p{u) diesolbe Perioflo a: 
p{u)=p{u + a), 

wobei r, <f Polarkoordiiiaton und u dor Winkel dor Tangonton gegen dio 
foste Tangeiito sind. 

Beweis : Es ist liekanntlich 


( 2 ) )••( )=;>■(«( f ) ) +P?{ « ( f ) ) 

( 3 ) + )/r’( f ) =p{ u{ip)). 

Aus (1) imd (3) folgt ; 




USER FLXOHEK UKD KUBVEN (I) 


A2 

(4) l>(«(iP + a))=|>(«(?>))* 

HiemuR folgt ; 

(6) i>,':(«(?+«))X(f’+«)=K(«(¥’))-«i(f’) 

Aus (1) (2) und (4) folgt aber : 

(6) J’»(«(f> + a))=K(M(iP))- 
Aus (5) und (6) : 

(7) «;(?>+«)= ±«;(f). 

Also ist 

( 8 ) + ±u{<p)’^Cy 

wobei c eine Konstante ist. 

(a) Ist 

a/2;r=/i/v 

rational; so ist 

(9) «(^ + i^a)=u(^ + /a.2ff)=s=w(^)+A**2n'. 

Aus (8) folgt nun ; 

(10) w(f> + ya) = ±u(f ) + v.c. 

Also muss wegen (9) und (10) 

(11) v.c=/i.2;r, c=/i.27r/i/=a 

und 

u(^ + a)=u(v^) + « 

sein. 

(b) Ist 

al2j:s=i 

irrational; so gibt es eine ganze Zahl N(e) zu jedem vorgegebenen 
klenen e| so dass 
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(12a) N.a=«i+/:i.2;r, 

wobei fi eine ganze Zahl (^'0) ist und |c, |<^e. 

Wenn wir e genugend klein wahlen, so wird auch iu 

(126) u(f + N.a)— it(f )=o + /i.2;r, 

uud wird beliebig klein. 

Nach (8) ist 

(13a) M(f -f N.a)= ±w(^)4-N.c 

Das Minnszeicheii kaun iu ( 8 ) uicht steheu ; 

Denn u{ip) wachst mouotoii iiiit f. 

Es sei uormiert 

«( 0 )= 0 . 

Also ist iu (8) u(tf)=c, und es ist. 

M(a4'd^)xa(a) fiir dy>0, 
ii(a + d^)=±w(d^)-|-c, 

also nur das positive Zeichen moglich. 

Also ist ( 1 3a ) ; 

(13) tt(^ + N.a)=u(^) + N.c. 

Nach (126) und (13a) ist alsi.) : 

d + //.2;r=N.c, 
e, + /u.2;r=N.ai 

Wenn d und c, beide sehr klein siud, so ergibt sich 

(14) N.(c~a)=:d-e,. 

N=N(e) wachst, wenn e kleiner wird. 

Ware c— a4=0 so wachst N(c— a), wenn e kleiner wird, wobei d 
und e, auch kleiner werden. 

Also ist (14) ein Widerspruch : Es muss c=a sein, somit ist 
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UBER FLKCHEN XJND KURVEN (I) 


(15) w(f + a)=u(^) + a, 

und betrofFs (4) im Falle (a) und (6): 

p{u-\-a)=zp[u)y w. z. b. w. 


3. Satz 3 : Ist u der Tangeuteuwinkel eiuer Eilinie E, und ist 
Kriimmungsradius p{u) periodisch : 

p{\i)=p{n-^a)y 

so gibt es einen Punkt O in E, dessen Stiitzgeradenfnnktion p (n) auch 
die Periode a hat : 


p{u)=^p{%L-\-a) 

Beweis : Aus unserer Voraussetzung : 

p( M + a ) u + a ) =p( u ) +/>"( u ), 


d.h. 


(1) (5(n) + 5''(u)=0, 

wobci 

(2) d{u)^p{u + a)—p{u). 

Aus (1) folgt : 

(3) (^u)=a sin m+6 cos u, 

wobei a, b zwei Konstanten sind. 

Nuu nehmen wir eine Konstante zum u, dann folgt 

(4) d(Mj=0, d(Uo+a)=0, d(Wo-f 2a)=0, 

Wegen (4) miissen a und b in (3) Null identisch sein, 

d.h. 


a ^5^0, 

also 

d{u)^0y 


p(u) muss also eine Periode a haben. 

4. Satz 4: Wir wollen nach Minkowski eine Eifi&che eine konst- 



s6ji matbuhuba 


55 


ante Breite nennen, wenn je zwei parallele Tangentenebenen eine feste 
Entfernung D voneinander haben/*^ 

Nennen wir-f /r und —<7 zwei diametral geneniiberliegende Punktc 
der Einheitskugel, m gilt fiir die Stutzfunktion einer Eifliiehc konstanter 
Breite die kennzeicbnende Beziehung^-^ 

( 1 ) + 

Efl liegt der Gedankc nahc?, die Fiugestellung Minkowbki (‘twas abzu- 
aridern und nach alien Eifl^hen zu fragen, fiir die (iuerschnittsflachen- 
iahalte der umschriebenen Zylinder konstant Bind. 

Der von einer solchen Fbiche mnschloRsene Korjier soli nach 
llERGiiOTZ ein Eikori)er konstanter llelligkeii^^ heisseu/^^ 

( 2 ) = const. = c" 

ist notwendig und hinreicheud dafiir, dass der Eikorjier von konstanter 
Helligkeit ist, wobei^”*^ 

Dann wird die Oberfliiche : 

0= \pdw~ 5 0>i + c“— », )f5e= 5 cWm?=2,tc- 
ki 4!»‘1 n«n*- 

Kiun'l 

Daher 

0=2/TC‘. 

Fur das Integral der mittleren Kriinmiung ist 

M= 5 FLdw= S (H»-f D-H,)f?«S 

Kiiri'I HuII»- 

KiiO>l 

also 

(4) M=2sD. 

(1) W. Blaschkk: Kivw und Kimol, lA'ipzij' (liHCn S. IIN. 

(2) 1. c. (1) S. 150. 

(3) Pic DiHscrtation von HKR(ii.or/i, UIkt dk* sclu‘inb;iR*n HtdligkcitsvvrliUltnis.sc 

MUnchen ^1902). 

(4) 1. c. (1) S. 162. 
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UBEB Fli&OHEK T}SD KVRYES (I) 


Nach Minkowski ist 

(6) M^4tD, 

also 

M-=4;r”D'^8-TV, 

daher 

(6) D-’^2c’. 

Zwischen D, F tier Eilinie besteht die Ungleiheit^*’ 

2F^D. 

Nach einer Beziehung zwischen O und K haben wir^*' 

O^Min -i. 4 t, 

iv 

wobei K GACSs’sche Kriimmung ist. 

Nach (3), (4) und (6) ist : 

rf)-^2c ff=O^Min -1. 4.T, 

iv 

also folgt der 

Satz 5: Wean alle Projektionen gleichen Inhalt und gleicheii 
Umfang haben^ besteht : 

xrD^Min 4n', 
iv 

wobei die Dicke, d.h. der kleinste Wert vom Abstande i)aralleler 
Tangenteu ist. 

5. Es sei C eine Eilinie, O ein fester Punkt in ihrem Innern^ u 
der Winkel der Tangente gegen eine feste Richtung und p (w) die 
Stut74geradenfunktion von C bezuglich O. 

A und B seien die Beruhrungspunkte zweier Tangenten, die den festen 

(5) Veigl. T. Kubota 1 Kinige (Jngleichhettsbexiehungen aber Eiliniei) und EifUchen ; 
Sdenoe repoite of the TAhoko Imperial Usivenity, Vol. XII (ld25) p, 51. 

(6) L 0. (5) p. 68. 
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Winkel a miteitiander bildeo. Dann sei fiir jedes solche Punktepaar 
der Fl^heninhalt des Kurvensektors AOB konstaat. 

Die notweiKlige imd hinreichemle Bodlngung dafiir, dans wenu a 
koastant iat, auch der Kurveusektor AiOA^ konstant sei> ist folgeude : 
Das Produkt pp muss die Periode a hal>eu> wobei 


/^=P+ 


d'p 


der Kriimraiuigsradius im Benihrungspunkte der Tangente p, u ist. 
Dies lasst sich leicht zeigeu. 

Wenn Ai und A^ variieren, so ist 


(la=du2—(hii 

und, wenn a konstant ist, 
du2=dux. 

Der Kurvensektor ist \-ppdu» 

Demnach ist die Variation des Bektors, wenn A, und A, variieren : 

pp/lu^^pip^dui. 

Ist der Sektor konstant und auch a, so ist 


— P\/*if 


wenn 


t4,=u, + a. 

Die Betlingung 


p(w)=p(u-fa) 

Oder 


r(«)=r(u+fl) 

ist hinreichend und auch notwendig, wie die HuRWiTz’she Arbit^*> 
beweist. 


(1) A. Hurwitz : Sur quel quea applications gtometriques des series de Foxjrisrs ; Annales 
de r^oole normale supdricuro 10 (1920) 8. 357-408. 
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rBER FB&CHEN CND KtJBViaT (I) 


(9) iiber eine DifferentialiiiTariante 

1st p (let gewohnliche Kriimmungsradius eiuer ebenen Kurve K 
und a ihre Bogenlange, so gilt fiir die Deviation f die Gleichung^'^ 

(1) tan5ff=i J-jL, 

da 

Die Evolute tier Evolute eiiior Kurve K neuut mau die zvveite Evolute 
dieser Kurve. 

Die Evolute tier zwcite Evolute ist die dritte Involute u. s. w. 

Es seien und der Bogeu tier KruiniiiuiigHradiuH uud dit* 

Deviation der n-ten Evolute in einem Punkte M auf K, danu crlialt^-^ 
man 


p„.i da„.^ 

l>n-\ 

Die natiirliche Gleichung der Kegelschnitt ist^*^^ 

also 

(5) tan’Y = — 1 + 

wobei A, B zwei willkurliche Konstanten bedeuten. 
Setzen^^^ wir p'h mit q in (5) ein, dann folgt 


( 2 ) 

Aus (3) folgt 
( 3 ) 


(6) tan f =±i/— 1-f-Ag"^— Bg"* 


(Ij Matsumura, S: tiber einen affingeometriBchen Satz von llvrm T. KuiierA untl <ru* 
Deviation ebener Kurven. (im Drack). 

(2) Vergl. Kow 4IJ[W8KI: CisiURu, Vorlesungen Uber Natorliche geumetrie (1926) b. ;i4. 

(3) 1. c. (2) 8. 45. 

(4) Math. Annr, 60 (1905 ) 8. 258. 
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Fiir die Kurvo^*^ iin T6hoku Math. Joum. vol. 19, p. 208, fo]gt 

— ((3w— ( Y>3«-2 

\ 3n — 1 / 


wohei B eine Konfltante ist. 

Weun ac, y als Funktioiieu eiues Parameters voraugesetzt werden, 
ergibt sich 


tan ^== 


*'?/ 


X 


V 

xf'y'‘ 


Fiir Stutzgeradenfunktiuu gilt 


tan ,p=Hp'+p"')-^ 


(10) Wechselseitiic aflSnparallele Aflfinrotationsflacheii 

Zwei Flacheu tc uud heissen nach W. 8uss^^^ mdmlHeitig ajffin- 
jKiralld, wcuu sie sich i>uuktweise eineindeutig einandcr (lurch parallelt' 
Xormaloii aozuordnen lasseu, dass die Verbindungsgerade zweier zugeord- 
neter Punkte anf beiden Flacheu in diesen Pimkten die Afhnnormiile 
ist. 

Iiidoiii wir die IWdelnmgeu der Arbit von 8uss entiiehmeu, gibt es 
daiiii zwei Konstanten p uud scxlass nach Detinitioii 

(1) f^”’S=P£= (P) const., -4^0) 

ist und hioraus ziinacht 

( 2 ) 

uud schliesslich als eudgiiltiges Ergebnis 

gestellt werden kann. 

(1) IlA.YAfeni, T* On the Osculating Conics of a Plane curve. 

(2) Wechselseitig affiuparaUcle Kurven uud Fachcn, Math. Ann. 98. 
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UBER FRXCHEN XJSD KUBVEN (I) 


Eine Flache heisst ferner nach W. Suss eine 
wenn ihre Affiuuormalen eine feste Gerade a treffen^ die Achse genannt 
wiixl, und wenn ihre Meridiane Schattengrenzen siud ; Meridian heisst 
dabei jeder Achsenschnitt der Flaehe. 

Meridiane und Breitenkurven, langs denen die Affinnormalen die 
Achse je in einem festen Punkt treffen, sind Affinkriimmungslinien, die 
Breitenkurven sind einder ahnliche und zur Achse ahnlich gelegeno, in 
parallelen Ebenen verlaufende Kegelschnitte. 

Wir beschaftigen uns hier mit wechselseitig afHnparallen Fliichon, 
von welchen die eine eine AfHnrotationsfiacho ist, und werden beweiseii, 
dass dann auch die andere eine Affinrotationsfl^he ist. 

Nach der Definition der AflSnrotationsflachen ist diese Behauptung 
oflfenbar dem folgenden zu beweisenden. 

Satz: AVenn samtliche Affinnormalon einor von zwei wechselseitig 
affinparallelen Flachen eine feste Gerade a schneiden, so sind beide 
Flachen Afiinrotatoinsfi^hen. 

Beweis : Der zweiten Arbeit von Suss eutnehmen wir zunacht die 
fur eine Flache j, deren Affinnormalen eine Gerade a mit dem Ein- 
heitsvektor a treflfen, giiltigen Formeln 




( 4 ) 


p-f) 


S.+ 


aK* 

Su' 




Hierbei sind die Meridiane die Kurven m-c= const, und die Breiten- 
kurven const, ausserdem bleiben Affinspharen, fur welche imser Satz 
trivial ist, von der Betrachtung ausgeschlossen ; os ist also 


I 

Aus (3) und (4) erh&lt man zundcht 


-P 


0M* 



0. 


Nach (1) und (3) muss hieraus 


(3) Bin affingeometriflohes GegeostOck za den EotationiiliicbcD. Math. Ann. 08 
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( 6 ) 

' eu* \ R, / 

gefolgert werden. 

Da die AfHnkrummungslinien Parameterkiirveii Rind, iat ferncr 

(6) G|2=B,2=0. 

Femer errechnet man aus (4) (l.c. (2)) 

(7) (al)2=al2=(5l).=jl2=0. 

Durch kovariante Differentiation folgt nach (6) 

(EI)i 2== - /;{Eli=sI„= - AI 2 EI., 

also 

(81) /;i=Ai,„ 

Ana (4) erhalt man hei kovarianter Ableitun" nach den Ableitung- 

flgleichungen 

(Af.+ /’f ) ( 1 -^) 5« + (1M. 

also 

(81) A}2+/;i=0. 

Deflwegen liofert (81) bei Benutzung der A|>olaritatBbeziehimgen 

(8) Al,=rA|,=A,„=A;.= /U=/;f=-^' =0. 


Wir wollen jetzt beweinen, daas langs eines Meridians u‘=const. die 
Vektoren j, einander i>arallel sind, dasa also die Meridiane Schatten- 
greuzen sind und somit nach Definition j eine Affinrotationsfidche ist. 
AVir behaupten zimacht ; 


(9) 



(aM’y / 


Ea ifrt namlich nach (8) und den Ableitungagleichungen 


{ 10 ) 


(3u7 
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6beb fbXcbek und kttbvek (I) 


Also der Form nach 


0»I 

(duj 


=r.I, + «.3E, 


woraus (9) folgt. (9) besagt nun, (lass dio Vektoren liings chines Meridians 
w^=const. einer festen Ebene E(«®) parallel sind, zu welchor nach (10) 
auch 3£ selbst langs w-=const. parallel lauft. 


Nun ist, da 3E_LEf, 


wegen (6) 


S2X=0, 

£.> 3 E .= ~ G .,=0 


und dann nach (10) noch 


h 


3-3e 

{wy 


= 0 . 


Also ist E.*J_K(a')> d.h. liings oines Meridians w’=const. sind dit* 
Vektoren j., einander parallel, wie bohauptct worden war. 

5 ist al8<j eine Aftiiirotationsflache. 

Was die Flilche betriflnb, so gehen nach (1) anch ihre Aflinnonnalen 
siimtlicli (lurch die Achs<3 a. Ferner aber ist 


Da nun den Affinkriimmungslinien von nach (1) diejenigen von 
5* entsprechen, insbesondere den Meridianen wieder solche, so lehrt die 
letzte Gleichung, dass auch auf die Meridiane Schattenrgenzon sind, 
wenn sie es auf 5 sind, wie oben bewietsen wurde. 

Es ist also auch j* eine Afhnrotationsflache,^*’ w. z. b. w. 


(1) Tdlioku Math. Journal, im Omck. 
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BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (I) 

Sftji Matsumuka. (Adoptivname, friihor Soji Nakajima) 

(Accepted for publiciition May 18, 10;52) 

Efl sollon hior einige kiirze liemerkiingen iiber Kreisfliichen mitgeteilt 
werden. 

(1) Es sei cine Kiigel c im dreidimensionalen Ranm gogeben. 

(1) + 

flind in ^ bendirendt* KugolbiiHclKd, wol)ei j/ jetzt der pine we««nitliche 
Parameter des Jkischels ist. 

( 2 ; :=t)+k 

sind auoh in j boriihrende Kugelbiischel, woboi der Paramotor 

Wir 8uclieii die l^edinguiig, nnt(*r welolier sioh di(* beidon Kngtdn ^ 
und ^ beriihnm uud erhalteu die Uleiehiiiig : 

(cl)) + ^(c5)+v(jf(j) + MK5)=0- 

Weiiii A und u vertauw'hbar 8m<l, oder auf jedem der Ciebilde zweitor 
Ordung eiu<‘ Involution bestimmt 1st, so folgt : 

Nun botrachten wir die zwei Kugelu 

= ; + und <>==f + v.y. 

Wenn eine Kugol j senkrecht zu jy und fV ist, so folgt : 

( 8 ^/)= 0 , ( 5 .V)- 0 , 

d. h. 


[Mem of the Fuc. of Sci. A^r., Taihokii Imp. Univ., Fortmm, Japan, Vol. V., No. n, 
Art. 1, May, 1932] 
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BEITRX0E ZUR OEOMBIBIE DEB KttEISE T7SD KUOSUX (I) 


(8^)+‘'i(8S)=0> 

(8f)+*'«(55)=0- 

Alno iflt 

( 1^1 -»'*)( 8S)=0 

imd es folgt 

v,=ws Oder (85)=0- 
£s besteht demnach der 

Satz : Wena j aenkrecht zu ^ und iat, dann mtrsa oder 

aenkrecht zu >> aein. 

Wenn das Kugelbuachel XJ+z^ aenkrecht zu j iat, dann folgt 
(2') ^(S8) + /'{^8)=0, 

wobei A, /i zwoi Parametern iind j, j drei Kiigeln flind. 

Wenn (2') immer besteht, dann folgt: 

(j?8)=0> (^8)=0» 

d. h. } ist senkrecht zu jc und 

(2) seien drei Kugeln j und SB ini R. gegelien. Dann kann 
man mit 

(1) E=->^+/<8+''SB 

zwei Punkte im R^ bezeichnen ; somit ’ergibt sich aus (1); 

(2) (ES)=0=^*(^^ )+/<''( 88) +*^(2828) 

+ 2A/M ' 55 ) + 2i/( ijSB ) + 2yw( j® ). 

Wenn 5, 5 und ® zueinander senkrecht atehen, kann man anstatt 

( 2 ) 

(3) (jEs)=0=;*+/i’+.^ 

setzsn. 

Nun setzen wir 
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v=2ghj 

in (1) ein, dann bezeichen wir mit 

zwei Punkte im R, als Schnittpunkt der drei orthogonalen Kxigeln, wo 
g und h zwei Parameter sind. 

Nun betrachten wir zwei Kurven 


(5) 

+ 2<7(<)/*(<)8B(<) 

im Rj, wo t ein Parameter ist, so ist die Tangente in den laufenden 
Koordinaten c an der Stelle U die mittels des Parameters r folgender 
massen dargestellt werden kann : 


( 6 ) 



df ’ 


ist also die Cileichung der Schmiegebene. 
Fiinf Punkte, fur die 


(7) s(<,), £(< 5 ) =0 

ist, liegen auf ciner und derselbcn Kugely d. b. 

( 8 ) {v\U ) <.))»}(«.) + «•( t , ) + h% <• ) )8( <, ) + 2i7( t, )h{t, )m <. ), 

<.) + '»■•■( <5))5(«5)+2<7( <,)/*( <02B(<0==0- 

Kurven mit : 



heissen Minimallinien oder isotrope Kurven, d. h. 

( 2{gg'-hh')\i + 2i{gg'^.ldi ' ) j + 2{g^h^gh')^ 
+ ( gi* - /»» )i, ' + i( + A* ) 8 ' + 2(7/*©', 
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BEITBXCSi ZCB QBOMBIBIE DEB KBBIBB XXKD EVGELK (I) 


2(ys7'- W.')^ + 2i(sw;'+w*')8+ 2(5''/*+^/*')® 

Sind s die Schnittponkte von ^ mit dem Nachbaikreise die beiden 
Enveloppenpunkte, so gilt® 

{SS)=(?»)=(5-f-)«0. 

d. h. 

) +i(S'’+A*)(8>) ) + 2^A(aB>,)=0, 

+ + WSEB^') =0, 

also. 

(10) g‘=h^ und ( 8 B 5 ')= 0 . 

Nehmen wir an, die Kurven seien iaoirop, so muss die Gleichung 
lauten : 

(5E)=0 

Ein Punkt j, als Funktion j(ttS u*) zweier Parameter u' und bet- 
rachtet, beschreibt eine Flache. 

Es ist (jj)=0 identisch in den u*. 

Dann konnen wir die Kriimmungdinim in der Form schreiben : 

(11) ls» So So «^S<> 

Wenn 

(12) (5uS.)=0 

ist, dann wird ein Kurvennetz bestimmt, das rechtwinklig wird. 

Fur den Winkel ^ zwier Fortschreitunksrichtungen dj und dft^ gilt 
n&mlicli 

wobei 

(2) Xhomsen, Q : i}ber konforme Qeometrie II; Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ., Bd. IV (1926) S. 126. 
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(14) 5(«, ») = (sr»(M, »)-/»*(«, r))9(«, v) + i{g-{u, v) 

+7t*(M, v))i{u, v) + 2g{u, vjh{u, v)^{u, v) 


ist. 

Setzen wir 


(16) (^E)=0, (^J„)=(SJ))=0, 

(lann geht die Kngel \){u, v) durch den Punkt j und alle Nachbarpunkte 
S+Ju^^ + St4^ hindurch, beriihrt also die Flache. 

Aus (15) folgt : 


(16) 

Es sei nun jc(w, v) ein zweipararaetriges Punktesytem S. Sollte 
es reelle Hiillflachen von S geben, so muss nach (14) die quadratische 
DiflTerentialfonn 


( 17 ) «S' = E« cirhi + 2J3udv + grotf^O 

sein, und wir wollen sie dann als positiv dednit voraussetzen. 

Xennen wir p und q die spharischen Bilder der beiden Hiillflachen, 

80 wird 


(18) p-’=-0, q-=0, pE,.=qj.=0, qs„=q 5 „= 0 , 

wodurch die Vierervektoren p und q bis auf einen skalaren Faktor fest- 
gelegt sind. 

Setzen wir die beiden sphilrischen Bilder p, q als v'erschieden voraus 
— dadurch werden die parabolischen Punktsysteme, die aus einer Schar 
von Kriimmungskugeln einer Flache bestehen, ausgeschlossen, eine Vor- 
aussetzung, die auch schon in der Definitheit von (17) steckt— , so 
konnen wir die Willkur dadurch einengen, dass wir 

(19) pq = l 
fordem. 

Dann bleibt nur noch ein skalarer Faktor willkiirlich. 



68 


BEITBAGE ZUB GEOMETRIE DEB KBEISE UND KUGELN (I) 


(3) 1st S eine Kugel im Rj und j ein nicht auf ihm gelegener 
Pmikt^ so ist 

(1) ^=2(8f)f-i5 

der zu j in bezug auf die Kugel f inverse Punkt. 

Aus (1) folgt 

(^9)=(2(j$)f j-j, 2(5f)f-5) 

=4(8^r-4(8fr+(88)=(j5)* 

Kiirven mit (-^~t =0 heissen Ilinimallinen oder istrope Kurvcn, 

\ dt di ) ^ 

also bleiben durch Reziprozitat die Minimallinien invariant. 

Kurven mit : 

(2) ^S+^)=0 

heissen Minimallinien oder isotrope Kurven der Kugelbiischel. Aus (2) 
folgt 

U ) + 2^//l ) + A ^(19 ) =0> 

d. h. 

A = _zi( E9l± t/( 59 f-i U H]a»l • 
i“ (55) 

also haben wir ira allgemeinen zwei Scharen von Minimallinien. 

(E9)‘==(EJ)(^^) Bedingung dafiir, dass zwei Scharen von 

Minimallinien zusammenfallen. 

Ist f ein Kreis und j ein anderer Kreis im R^., so ist 

9=2(8e)f-8 

der zu j in bezug auf den Kreis f inverse Kreis. 

Durch 

8=2(8f)f-8» 

wild j transformiert zu j, d. h. j ist invariant infolge Reziprozitat- 
stacasformation, 

Weun 2 ein invarianter Kreis durch Reziprozitat ist| dann folgt 
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S=(8f)f-8> 

Bezeichnen wir mlt ^ den Winkel zwischen zwei benachbarten 
Kreise j und 8 + jdf, dann folgt^*’ 

tan = da’ , 

d<r‘={(li)t, (ic)c)d<- 
=(SC)W, [($c‘)=l] 

(4) Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
Tangenten zu zwei Kurven auf einer Kreisfliiche sich Benkrecht schneiden, 
ist 

( 1 ) ( )dtdt + ( )dr«r=0, 

wobei (dfdt), iti ineiner friiheren Arbeit besteht/^'* 

Nun betrachten wir die differentialo Gleichung. 

(2) li{i, r)cZ<- + 2S(<, r)d^dr+T(/, r)dr=0. 

Es befltimrnt dann (2) oo* Kurvenscharen auf der Kreisflticho, wol)ei t, r 
Kreiskoordinaten bodeuten. 

Sind und k, Werte von dr/dt in (2), dann folgt aus (2) 

(3) + = 

Aus (2) wissen wir, dass zwei Kichtungen ft,, h, auf einer Fliiche 
senkrecht sind. 

(4) ( fiA )+{dA){k,+h)+[ )ft,ft,=o. 

Aus (3), (4), wissen wir, dass 

(5) (<y,<?,)T+(^^A)R-2(^<A)S=0 

(1) Nakajima, S; nifiercntmlgeometrie der Kreisscharen (IV); TOhoku Math. Journal. 
Vol. 82 (19.80) p. 210. 

(2) 1. c. (1) in (1). 
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die Bedingung dafur ist^ dass zwei Riohtungeii aufeinander senkrecht 
sind. 

(5) Es seien zwei Flachen und ihre Linienelemente, reap. 

d6,=:X^l{eA )^de + 2 ( SA )^dtd^ + ( BA hdt^li 

und 

d8,=;,[( BA )^t- + 2{BA )Atdz + ( BA 

wobei 


^AeA )^ : : ^BAh : UW. 


nicht bestehen. 

Wenn zwei Punkte auf je einer Flache gleich Kurvenkoordinaten 
haben, nennen wir sie korrespondierend. In dieaem Falle korreapondiert 
ein orthogonales System einer Flache mit dem orthogonalen System einer 
anderen Flache. 

Die Gleichung lautet dann : 


Wi ^A UeA ) 2 - ( ^A U dA h}dv 
+ {dA)2{dA)i-{dAh(dA ):}dtdT 
+ {( OA Ad A ) 2 - ( OA U dA )^ ] 


{BAAdA),-{dAUdAAdV 

+ {{BA U dA )i - ( dA Ad A Adidz 
+ {( dA Ad A h- ( dA A dA ),} dr^=0. 

(6) 1st f ein Kreis im R, und j ein auf ihra gelegener Punkt, so 
ist 


(1) C=f + rj 

ein sich in j mit $ beriihrender Kreis. 

Ist 9S ein Punkt auf dann folgt ‘A 

(SSC)-(«B) + K8Sj) 

A 0=:(fS3) + r{aSj) 

(1) G: tlber konfonne Geometiie ll] Abb. aufl dem Math. Seminar Bd. IV 

‘ (1926) 8. 128. 
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r— 


m) 

(E»)' 


Es folgt auB (1); 


( 2 ) 






Fur eiaen anderea Punkt iB, besteht auch 
fOM r--_ f’'®) r 


Sollen niin und c die Kreise ^ und harmonisch trennen, so 
muss 


( 3 ) 


C> 


r. 

(E») / (5«) 


gelten, wobei D eine a])8olutc Invariante ist. 
Aus (3) folgt ; 


-1 


(j'45) 

d.h. 

(4) (f«)(5^) + (r4S)(j«)=0. 

(4) ist die Jiodingung dafiir, dass sich y, f, ^ und ^ harmonisch 
trennen. 

(7) Betmchten wir vier Kugeln 
(1) E‘ [°=I, W]> 

im Ra, dann kann man rait (1) zwei Kegel im Rj bezeichen. Wir konnen 
zwei neue Kegel 


9ic rv 

(2) IV] 

als Linearkombinationen der y* einfiihren mit den Koeffizienten cj, deren 
Determinante , oj | sein muss. 

Soil ein Ausdruck in den Koodinaten der Kegel y*, j*, u.8.w. 
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[fltssl, IV], mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Kegeln festlegen, 

nur von der geometrischen Figur der Kegel abh&ngen, nicht von den sie 
festlegenden Kegeln^ so muss er unverandert bleiben bel Substitutionen 
der Art (2) mit verschiedenen Koeffizientensystemen cj. 

Wir wollen (2) auch die Buscheltransformationen des Kegels St 
nennen. 

Fur die Behandlung der Geometrie der Kegel im Rj erweist es sich 
als zweckm&ssig; diese in der angegebenen Weise zun^hst durch ganz 
beliebige vier Kegel darzustellen. 

Bilden wir die skalaren Produkte aller dieser Kegel, so konnen wir 
aus ihnen das ihnen das vollstandige Invariantensystem der Figur der 
gegebenen Kegel gewinnen. 

Um die Invaaianten der Kegel zu bekommen, haben wir aus diesen 
Invarianten noch die Ausdrucke zu bilden, die sich bei vier Substitutionen 
(2) nicht andem. 

Dabei haben wir noch zu beachten, dass wir moglichen Umnormie- 
rungen der Ililskegel j® u.s.w. in den Substitutionen (2) erhalten, sie 
also nicht mehr besonderes zu beriicksichtigen sind. 

Betrachten wir zunacht einen Kegel j®. 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

so haben wir in A®** ein Grossensystem, das sich nach (2) in folgender 
Weise substitutiert ; 

A®P=c®cSA'f« [A®‘»=(j®j*')]. 

Hier sind alle Indizes von I bis IV, enthalten und es ist iiber 
vierfach voikommende Indizes auf der rechten Seite zu summieren. 

Fur das Verhalten der Groflsen gegenniiber den linearen Biischel- 
transforionen (2) wollen wir die iiblichen Beziehungen der Tensorrechnung 
einfiihren. 

Fur den zu unserem Kegel St gehorigen Tensor A®^ gelten die 
Symmetriebedingung^n 
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und es besteht die Tatsache, dass sichfemer die Detenninante A=:| | 

nach 

A=| c* 1*.A 

substituiert. 

Wollen wir ntm einen eigentlichen reellen Kegel haben, so miissen 
wir die Determinante A^O voraussetzen. 

Wir betrachten zwel Kegel St und jj, die durch die beiden Kegelpaare 

j® und 5 ^ [fl, ^=sl, IV] dargestellt werden. 

Wir definideren zu (2) analog 

wobei A^*^=A‘^S 

nnd setzen 

A= A^*^ >0 

voraus. 

Dann haben wir fiir jl die Buscheltransformationen 

( 3 ) 

zu beriicksichtigen. 

Die cj in (3) sind abor von den oj in (2) vollig unabhangige neup 
Grosscn. 

Dahor haben wir vier Vektoren und Tensoren beziiglich der Biischel- 
transformationen von St einerseits und von ^ anderseits zu unter- 
scheiden. 

So wollen wir fiir die Biischeltransformationen der ersten Art, wie 
wir es bischer stillschweigend schon getan haben, nur die Indizes a, 

Yy fur die der zweiten Art aber die Indizes ^ /i, v, ver- 

wenden. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

II e’> s", e"> ?"I=0 

ist, indem eine lineare lieziehung der Form 
besteht. 
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Die Bedeutung von (4) ist aber die, dass es ein Paar von Punkten 




gibt, die auf beiden Kegeln liegen. 

(8) Die Bedingung, dass zwei Fortschreitungsrichtungen auf der 


Flache S : 


„cd -*■ 


die abgekurzt mit m und m' bezeichnet 


dr dr' 

werden mogen/’^ aufeinander senkrecht stehen, ist 

(A) ( dfSt )mm' + ( ) ( m + m' ) + 1 = 0. 

Sind zwei Fiachen S und S, durch ihre Gleichungen 


( 1 ) 




gegeben, und bestehen zwischen den Parametern t, r; zwei weitere 
Gleichungen 

(2) F^<, r, < 1 , ri)=0, (^{tt r, ti, r|)=0, 

Oder nach und r, aufgelbst 


(2a) <i=Pi(<, r), r), 

so sind die Flaohen derart aufeinander bezogen, dass jeder Kugel 
P (f, r) der einen eine Kugel P, (£,, t^) der andem entspricht, und 
umgekehrt. 

Die Zuordnung ist nun derart, dass zu jedem Wortepaar tj r eine 
Kugel P auf S und eine Kugel P, auf S, gehort oder dass fiir zwei 
entsprechende Kugeln die Parameter ^ r auf beiden Flachen dieselben 
Werte haben. 

Da sich sonach jede beliebige, durch (1) und (2), bzw. (2a) gegebene 
kugelweise Zuonlnung zweier Flftchen auf die angegebene Weise in eine 
solche uberfuhren lasst, bei der den entsprechenden Kugeln gleiche 
Parameterwerte zukommen, so kann, unbeschadet der Allgemeinheit, eine 
beliebige, kugelweise Zuordnung der beiden Flftchen durch Gleichungen 
von der Form (I) ausgedruckt werden. 


(1) VergL (1) in ( 4 ). 
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Nun kdnnen wir nkmlioh ihre Difikrentialgleichung der Krummung- 
alinien in der Form schreiben 


H, e„ dd„ de,i=o, 

Fur jede dieser Kurvon muss es eine Kugel gegeben die die Flache 
ausser im Punkt^®^ 6 auch noch im Nachbarpunkte der Kurve beriihrt. 
Bekanntlich gibt es aber nur zwei solche Kugeln, die Hauptkugeln, und 
die durch sie gekenuzeichneten ausgezeichneten llichtungen auf der Flache 
sind die Hauptkrummungsrichtungen. 

Bind die Kugelbuschel, die in ^ die Kreisflache beriihren, wobei 

{^E,)==^7 (^Ex)=0 

ist 

Die Schar der Beriihrungskugeln deR Hiillgebildes an die Stelle 6 
wird durch 

^ = T)H(ty r), (^=Skalar!) 

dargestellt. Die Kugeln des Systems haben somit dem urspriing- 

lichen System das Hiillgebilde mit dem Punkt 9 gemein. 

Die dem Hiillgebilde umschriebenen Torsen, fiir die sich / so ermitteln 
lasst, dass fiir die Beriihrungskugel J + 

wrr’d, neunt man yyKi'ummungsloracn^^ und die zugehorigen Kugeln 
yyKriimmungahigeln^^ des Hiillgebildes, so haben wir : 

{HH)=Oy {61)6 )=:0. 

Also ; 

il) Thomsex. <j ! Abh. au-) <Wni Math. Seniinai der Hanib. Vniv., Bd. II[, R. 37, 

und (11), in (2). 

(2) Nakajima, R: DifforentialRcoractrie der Kreisscharen, (VIt£) , Tohoku Math. Joom., 
Vol. 82 (1030) p. 214. 
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eT{di+a6+^se)=o. 

Sind <-Kurven und r-Kiirven senkrecht, dann ist 

{6,, e,)^0, 

und es folgt : 

Wegen ^-=0, 68t=66^=0 folgt dann auch 

(E/£x)= 0 . 

Es sei im EJ eine orientierte Flache F gogeben und auf ihr eine 
Kurve E. 

Wir konnen F ala das eine Hullgebilde einer zweiparametrigen 
Kugelschar ]c(i, t) aufFassen. 

Aua diesen oo- Kugeln greifen wir eine einparametrige Schar 

E(<> r=Jt<))=E(0 

heraus, etwa alle Kugeln von j(<, r), die g lungs E beriihren. 

Unter einem Streifen soil die Kurve E niit den Ebeueneleinenteu 
verstanden werden, die F in E benihren. 

In einer anderen AufFassung besteht der Streifen aus den Kugeln 
langs E mit den zugehorigen Tangentenebenen an 

Es sei 5 (<) die einparametrige Kugelschar, mit ^-=0 die Stel- 
lung der zugehorigen Ebenenelemente. 

Wenn wir Ableitungen nach dem Parameter t mit Punkten bezei- 
chnen, so lautet die Bedingung dafur, dass zwei Nachbarkugeln jc die 
Ebene B beriihren ; 

( 1 ) ie=o. 

Zwei Funktionen {(i) und B{i) mit und mit der Streifenbeding- 

ung (1) stellen einen Streifen dar. 

Wir erhalten denselben Streifen, wenn wir j(i) durch 

(2) x=l(0+^(0^(0 
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ersetzen, well die Bedingiing (1) auch fiir {(() erfUllt ist. 

Es ist ja 

( 3 ) ie=(i+xe+?.e)a=o 

vermoge j^==0, ^*=0 und der daraus folgenden Gleichung 

^^=0. 

(9) Wir betrachtoQ zwei Kreise im Rj bei denen alle Kugeln dutch 
deu einen Kreis den Winkel f mit dem andcm bilden. 

Ist 

A A 

eine nonnierto Kugcl <lnrch einen Kreis St im R, wobei 

ist, so muss 

cos- f 

Seiii. Nun betrachten wir 


cos f =0, 

«lann gelten die beiden (ileichungen : 

( 1 ) A"/>i + -1=0, 

(2) TVH2r7vi,+T‘>!=0. 

Diese Gleichungeu bezeichnetl zwei Kegelschnitte in der (^o,, />..) — 
Ebene. 

Betrachten wir gemeisanio Punkte von (1) und*(2), dann haben wir 
vier Punkte im allgemeinen, und dann folgt aus (2) 

wobei zwei reelle Konstanten sind. Aus (1) und (2) erhalted wir 

dann : 


P2 = 


•pi2 


A>if-.B 


Oder 


T«2 


A/4-B' 


( 3 ) 
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dena aus (1) und (2) haben wir 

pf(T“A''-A’*T")-/jJ(-A«T‘*+A“T")=T“, 


d.h. 


/^A-/^=T'*, 

wobei 


A=T'*A''-T"A« und B= -T“A“+T“A’* 

sind. 

Aus (3) baben wir den 

Satz : Wean fiir gegebene A und T />, und pj reeil besteben, dann 
muss 


A,?-B 


positiv sein. 

(10) Als Minimallinien haben wir 

( 0,6^ )dV+2{ a A )dtdT^ ( )fir*=r0. 

Es seien 


f ( e,6,dl'-h 2( 6 A )dtdT-i^ ( )df'=0, 

(1) 

({e,e,)dl‘+ 2(0,e,)dtdT+ (</,</, )dr“=0, 

Zwei Minimalliuien, dann ist 


(OA) _ jOA) _ (Mj,) ^ 

W.) (»A) ’ 

die Bedingung dafur, dass zwei Kreisflacben Konform sind. 
Setzen wir 


(If A) (W-CeA) 

(MO (e,e,)-(»A) 

Cf^A) iW-iW (eA)^f 

dann sind die Bedingimgen daAr, dass zwei FIftchen konform sind 
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A=0, B=0, C=0. 

Wenn Gleichang (1) eine gemeinBame Wurzel dl'.dr haben, daan 
besteht ; 


F-4AC=0; 
denn aus (1) foigt : 


( )M)-i ) ( Wi ) 



ii*AKW-CW{eA) 


d.h. 


d<- _ 2dtJT _ dr* 

A B C ' 


Sind dt, Jr iind i/t, d r zwei Renkrechte I’aare der Ricbtungen auf 
zwei Kreisfltichen, ilann gelten die Gleichiingen ; 

( )Stii’t + ( ) ( dtd'r + drd't ) + ( )dr(rr=0, 

( )d<d'< + ( )( dt/^r + oro'i) + ( )dr()'r = 0. 

iUso haben wir: 

otii I =ff.Af 

'Itd'r + drd't = ff.B, 

drd'r=<T.C, 

wobei a der Propoitionsfaktor ist, und es sind dr : d< und d'r : d'< zwei 
Wurzeln der Gleichung 

At--B<+C=0. 

Also haben wir ein Paar senkrechter Linien. 

Es seien ; 

in 
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( e,9,)m' + 2 ( 0A )<«* + ( )dT^=o, 


dann gilt; 




hieraus folgt dann : 


( 2 ) 





0 . 


In Worten : 

(2) ist notweudige Bedingung dafur, dass 


( e,», )df' + 2( 0,6^ )dtdr +{0^0^ )dr* 

auch in der Form 


/(dT^+dl/) 

schreibbar ist, wobei T Funktion von t und L Funktiou von r Bind. 
(11) Jedes Kreisbiischel (j’, j”) kann in der Form 

( 1 ) 

dargestellt werden, 

Aus (1) erhalt man 

(5E ) = ( s'?' ) S‘e” ) + ^•*(5"e" )• 

Wean j ein Piinkt ist, so muss 

(E5)=0 

sein. 


Dafaer erhalt man folgende in X quadratische Gleichimg 
(2) /*(eV)-2A(3^S«) + (S^E^)=0, 

deren Wureln ^ and /q in (I) eingeaetzt die beiden dem linearen Buschel 
(S^ ^d dem Punkte gemeinsamen Kreise ^ und liefem. 

Man hat also 


E.=E*--iiE", 

5*=E’-^S"; 
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folglich entsteht des DoppelverMltniss der vler K^ise jc*, 

(3) ( 5 *, x", s„ sO=-7- 

'•2 

Die Aufloming der Gleichiing (2) ergibt aljer : 

Iff) 

/,= ( iT > - v/( £'£'7- ( £'£' )( tY ) ■ 

Cff) 

Sollen nun j, und die Kreise und j” harmonisch trennen, so 
muss 


sein, d. h. 

(4) (jY')=0 

(4) ist eino Bedingimg dafiir, dass j’ und j" aufeinender senkrecht sind. 

Also in Worten : Wenn j, und j.., die Kreise j* und j” hannonisch 
trennen, so muss und j" aufeinander senkrecht sein. 

(12) Setzen wir 

S=^.E*+l.s”, 

wobei senkrecht ans j” steht, so inussen ^ und der Bedingung 

/? + /,*=! 

genugen. 

Bonn es ist : 

{ 5J ) = 1 ), 

weil 

(s¥)=(sV)-i (sV*)=o 

Bind. 

Man kann daher einen Hilfswinkel f einfuhreui der durch die 
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tileichungen bestinunt wird : 

=sCOSf , ^ 2 =; slnf) 

Also haben wir die Gleichung : 

( 1 ) 

Es foigt dann : 

co8f^=(SX*)> 8i*if=(X£")- 

Nehmea wir zwei Kreise jc und ^ wie in (1) an, dann sind 
X=cosf.j'+8in^3^^ 

^=cosf).j^ + sinp.j*“, 

wobei 5 ^ senkrecht auf steht. 

Also gilt : 

( 2 ) ( ) =co8V + 8inV.( ). 

Bezeichnen wir den von und eingeschlossenon Winkel mit a, 
dann foigt aus (2) die Bezlehung Zwischen a und ^ : 

( 3 ) cos0=co8'*y + sin^^osa 

wobei 0 der von e 9 eingeschlossene Winkel ist. in Worten In 
unserem Fall besteht (2), 

13. Es seien ^ und reelle eigentliche Kreise im 

Es sei a ein beliebeger Kreis, der zu e'““£” normal ist, so foigt: 

(1) a(j‘-S")=0> . 

d. h. 

(2) ax‘=os"- 
Umgekehrt foigt aus (2) vieder (!')• 

(2) Bedeutet, dass und ^ mit a gleichen Winkel bilden. So gilt der 
Satz : Jeder kreis a> welcher zu s" normal ist, bildet mit 
und din gleichen Winkel, und umgekehrt, alle Kreise, welche mit 
und ^ gleichen Winkel haben, sind zu normal. 

Nonnieren wir ^ und setzen wir: 
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danQ folgt die Bedingung ; 

x'(s*+j”)=e“(j’+s“) 

Oder in Worten: + sind die Kreise, die mit 5 * und 5 “ gleichen 

Winkel geben. 

Es besteht 

d. h. + fiind senkrecht zu S‘*)- 

Bilden rait j” und j’" gleichen Winkel, dann besteht ; 

in Worten: j*, j”' bilden gleichen Winkel mit (j*— und (j*— j'“)* 
(14) Es seien drei kreise Stv il-, St^ im R, bei denen alle Kugeln 
durch den ft| gleichen Winkel mit dem andem bilden. 

Ist eine normierte Kugel durch iJ, mit 

SO muss 

cos^— 

cosV=/>•/^AT•^ 

unabhangig von sein, wobei <p den Winkel n zwischen ^ imd Si^ 
bezw. ^ und*At *Biud. 

Dass ist nur moglich fur 

prop. 

prop. A*^, 

also folgt : 

T*** prop. T**'. 

Wenn T*^ prop. T*^ ist, dann folgt : 


cosY •* cos'f ssconst., 
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also folgt 

A.p6»bi' : A„D*D''=coiist. 

(15) Wenn a, b und c die Koordinaten des Mittelpunktes einer Kugel 
im It, vom Eadius r imd x, y und z die Koordinoten eines beliebigen 
Baumpunktes dsrstellen, so ist die Potenz P dieses Punktes in bezug auf 
die Kugel gleich 

{x-ay+(y-by+(z--cy-r% 

wahrend die Potenz P desselben Raumpunktes fiir die Kugel von don 
Mittelpulfktskoordinaten A, B und C und dem Radius R den Wert 

(x^Ay+(y^By+{z-^cy^w 

besitzt. 

Ist femer der Punkt so gewahlt, dass seine Potenzen in bezug auf 
die beiden Kugein der Beziehung 

f(r, P)=0 

genugen, so gehort er der Fliiche an, welche durch die Gleichung 
fl{x^ay+(y^by+{z^cy--r^ {x-A)’' + (y-B)^X^-C)— R^]=0 
dargestellt ist. 

Diese Flache moge die Potenzflacbe der zwei Kugein fiir die Bezie- 
huug 

f{r, P)=0 

genannt werden. 

Wenn a, 6, c, r, A, B, C uud K Funktionen desselben ver^nder- 
lichen Parameters r sind, so bestimmen diese Grossen zwei Kugelsysteme. 

Die demselben Wert des Parameters entsprechenden Kugein der 
beiden Systeme seien einander zugeordnet. 

Je zwei einander zugeordnete Kugein entsprochen den zugehdrigen 
Wert des Parameters, und es besteht die Beziehung fur eine Potenzfiftche : 

(1) VeifL yjLKAnuJifS: Dinerentjalgeometrie der KreLncharen, (1) ; TShoka Mtttb. 
JoamnJ, Vol 81 (1928) p. 25. 



SCJI MATSiniXISA. 


85 


(1) J(r, P, 0=0 

Eb kann nim die Aufgabe gestellt weredn : Die Elnhallungsdache 
aller Potenzfl&chen zu ermitteln. 

Nehmen wir anstatt (1) 

(2) F(x, y, s, r)=0, 

indem wir r einen bestimraten Wert beilegen, und errichten Wir in 
einein Pnnkte den Flache die Normale, welche mit den Koordinaten- 
achsen die Winkel a, /9, y bildet, no schneidet dieselbe pie benachbarte 
Flache. 

(3) F(x, y, z, r+A')=0 

der Schar in einem Pnnkte, dessen Koordinaten, wenn wir den Abstand 
dos Schnittpunktes vom Fusspunkt der Normale mit h bezeichnen, die 
Werte haben : 


^ =x+/ico8a ; 


ij=:y + /4C08,3 ; 
^=:Z-^hCOHy. 


. / dv / dF / ZF , 

Setzeu wir ( - — ) -f [ ~ — ) +' -- — )='*>*; so erhalten wir 

V ox ' ^ oy ^ ^ 05 / 


(4) 


c=x+ 


Zy 

h ap 

at Sx 


- 9 -. 


C=*+- 


h ar 


as 


Die aus auH dea CQeichungeu (4) sich far T, r^, ^ ergebonden Werte 
m&nen der Gleichung (3) genugen. 

Ea ergibt sich 


(6) F(: 


. h ZF ^ h aF ^ aF ^ ^ 

oi Ox €0 uy to Qz f 


Oder, wenn wir uach der 7ay/br’^hen Beihe entwickeln : 
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/■c^ 1?/ X . / V /* J 3F V h 8F V 

(6) r(x, y, *, r)+(— ) 


8F 

to 


dF 

dr 


A*-+- 


.=0 


Oder 

(7) Aa, + -|L.Ar+ =0. 

or 

Fur eine unendlich kleine Anderung des Parameters r erhalten 
wir 


(8) 


/* = - 


_0F 

3r 


.dr 


.==tdT, 


wobei wir unbeschadet der Allgemeinheit dr als positiv voraiissetzen 
konnen. 

Um Striktionslinien oder -flachen zu erhalten, haben wir etwaige 
Maxima oder Minima von t zu untersuchen. 

t ist eine Funktion oder Variable von x, y, z von denen aber infolge 
der Gleichung (2) nur zwei unabhangig sind, wahrend die dritte Variable 
mit Hilfe der Gleichung (2) eliminiert werden kann. 

Betrachten wdr etwa x und y als unabhangige Variablen, so sind 
die Bedingungen fiir das Eintreten eines Maximums oder Minimums^*^ ; 

-^^-,=0 

dx dx dz dx ^ 32 F, 

(9) 

3« 

dy dy dz dy dy dz F, 

wobei F„ F„ F. die partiellen Ableitungen von F(x, 2 , r) nach x, 
y, z bedeuten. 

Wir erhalten die Gleichungen 

(1) Febbaki, F: Untersocbungen t)ber das Striktionssyirtem ciner einfach unendlicben 
Flacbansdhar, Beilage sum Jahresbericht Ostem (1912), Friedricb*Wilbelm*QyinnaBiuin 
zu Kottbus 8. 3. 
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( 10 ) 




F “ -F, 


A 

3* 


= 0 , 

= 0 . 


Eliminieren wir aus dieBen Gleichongen r mit Hilfe von (2), bo stellen 
Bie das Striktionssystem dar. 

Dies ist jedoch nur der Fall, wenn 


( 11 ) 


0x- 



ist, und zwar wird t ein Maximum, wenn -- — <^0, ein Minimum, wenn 

w 



ist. 

(16) (I) Efl sei eine einfache unendliche Schar von Kreisflachen 
im R„. durch die Gleichungen 

s'=s‘(<, «). 

beschrieben,^*^ und man sage, dass sie bei veriinderlichem t die Koordina- 
ten (jS j”} der Kreise im der Kreisfl^he (oo) geben, wenn die 
wiJlkiirliche Konstante a diesen Wert besiszt. 

Neben der Kreisflache (a) betrachte man eine zweite (a+/^a), und 
bemerke, dass die Koordinaten einen beiden Kreisflachen angehorenden 
Klreises sowbhl durch Ausdriicke : 

s*(<> «). ?."(<> «)> 

als auch durch Ausdriicke : 

«+A«)» S"(<+A<> a+Aa) 

anzugeben sind, deshalb fiir die Koordinaten der Schnittkreise beider 
Kreisflachen die Gleichungen gelten : 

(1) KakajimA) 6: PilTerentialgeometrie der Kreisscharen, (U) ; TChoku Math. Journal, 
Vol. 31 (1929), S. 36. 
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s*=5'(<> «)» s“=s"(<> «)> 

0=(5’(<+A<> «+Aa)-s‘(<» a+A«))^^^ 

z\ * 

+ (S’(<> «+A«)-5X<> 

A« 

0=(e"(<+A<, «+A«)-5”{<> «+A«))-^!- 

+(s“(<, «+a«)-e‘‘(<. «))-4^=o. 

A« 

DarauH folgt nun, dass fiir die Koordinaten der Schnittkreise der 
Kreisflache (a) mit einer unendlich benachbarten Kreisflache der Schar 
die Beziehungen bestehen : 

a), s"=j“(<. «)» 

^dt+-^lda=0, A^dt+Y-da=0. 

dt da dt dt 

Weil die letzten beiden Gleichungen nur richtig Bind, wenn die 
Funktionaldetenninante : 

0(rS r^) 0< dt 

d{t, a) 

da da 

verschwindet, und umgekehrt mit verschwindender Detenninante zwei 
Gleichungen der fruheren Art bestehen, so ergibt sich, dass der Ort von 
Schittkreisen unendlich benachbarter Kreisflachen der Schar, d. h. die 
Emhidlende der KreiaflStolien durcl^ die OldcUmngen 

5*=8*(^ «)» 5"=£°(‘» «) 

de/miert wird^ wenn nur a die durcfi die Oleichung : 

d(t, a) 

bestmmte Funktion der unabli&ngigen Ver&nderlidien t bedeuiet. 
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(II) Hat man die Einh&llende zweier Scharen von oo‘ Baornkurven 
im B, zu dnden, die dutch drei Gleichungen 

gegeben sind, ao nehme man neben der Kurven (a) die einem Parame- 
terwerte (g+ A«) zugehorende Kurve auf und beacbte, dass in jedem 
etwaigen Schnittpunkte beider Kurven die drei Belationen ; 

<'+A«)— ?.'(<> «)=0> 

?;”(<+ A<> «+Aa) — a)=0> 

JC’"(<+A<> «+Aa)-j;'”(<> a)=0 

beatehen, alao in den Punkten der etwaigen EinhuIIenden die drei 
zweizeiligen Determinanten der Matrix 

~dl dt dt 

3a 3a 3a 

verachwinden muaaue. 

(HI) Eine Schar von 2oo- Kurven in R„ 

«!* «■-•)> jc"=3c"(<> “-•'1. )c’"=j:"‘(<> «i» a-.-) 

hat zur EinhuIIenden zwei Flachen in deren Punkten 

jc"') _n 
3(<, a„ a.) 

iat ; imd zwei Scharen von oo' Kurven, welche dutch GQeichung 

a„ o, a), a„ a, a), 

«i> a„ a,), o>(a„ Oj, a,)=0 

gegeben aind, beaitzen wieder in zweier Fltichen ihre Einhullende, in 
deren Punkten abor 

3( ty a,, tl;y tZ •^ ) 

iat. 
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(IV) Handel t es sich endlich urn die Einhullende einer 2cx)j Schar 
yon Fl&chen im welche durch Gleichungen ; 

E’=S*(<> «)> s"=8"(<» *■» «)» S™=S™(<> *■» «) 

dargestellt seien, in denen a wieder einen Parameter zur Unter- 
scheidung der Fl&chen von einander bedeutet, aber t und r die Para- 
meter zur Punktbestimmung auf der Fl&che sind, so fuhrt eine 
Erwagung gleicher Art wie fruber zu dem Ergebnis : der Ort von 
Schnittlinien unendlich benachbarter Flachen der Schar, d. h. die 
Enveloppe, ist durch die Gleiceungen 

S'=E’(<> «)> s"=s"(t, r, a), r, a) 

definiert, wenn nur als die durch die Gleichung : 

di di~ % 

Br ar ar 

a^^ aj”_ _a|:*^ 

aa aa aa 

bestimmte Funktion von < und r betrachtet wird. 

Geht man von drei Flachen («), (a+Ai ®)» «) so 

gelten fiir die Koordinaten der ihnen gemeinsamen Punkto Gleichungen 
der Form : 

e’=s’(<> «)> s"=E"f^ n «)» e“'=s‘"(<> «) 

S’(<+Ai<> «+Ai«)-E*(<> «)=0» 

E’(‘+AA ^•+A*n «+A2 «)-eV<, r, a)=0, 

und wenn man die drei Flachen unendlich benachbart wahlt, so ergeben 
sich bei dem Grenzubergang aus den zweiten drei Gleichungen die 
Beziehuhgen : 


F(<, T, «)s 
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^l^,t+^dr+^da=0, 
dt dz da 

d. h. 68 muss 

¥{i, T, a)=:0 

sein. 

(17) In den Pararaetern t, r lautet die Diflferentialgleichnng der 
Minimal] Inien^*^ 

( 1 ) ( 6,6, )de +2(6,6^ )didT + ( 6^6^ )dT^ =0. 

Durch jeden Flachenpnnkt gehen nach (1) zwei Minimallinien ; 
dieselben sind stets imaginar, da die Discriminante von (1) 

stets postitv ist. 

Durch Sj)altung von (1) in zwei Liniearfaktoren erhalt man 


( 2 ) dt+-iM2):^-dz=o, 

(3) d<+_1^^^4_dr=0, 


wobei i = ^/ — 1 ist. 

Die aus diesen beiden Different ialeichungen sich ergebenden Werte 
von dt : dz sind konjugiert imaginar. 

Es sei nun ein /i integriercnder Faktor der Differentialgleichung 
(2), der natiirlich im allgeraeinen auch eine komplexe Funktion von t 
und r sein wird. 

Multipliziert man die linke Seite von (2) mit /i, so winl sie ein 
?xaktes Differential, das mit da bezeichnet sei, so dass also 


( 4 ) 


ist. 






(1) NakaJIMA, 8; IMfferentialgeonictrie der Kreisscharen (Vtll) ; T6hoku Math. Journal, 
Vol. 32 (1930) S. 219. 
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Nennt man die Funktion, die aus fi durch Vertauschen von i mit 
— i hervorgeht, die zu konjugierte Funktion und bezeichnet man diese 
mit V, so zeigt man lecht, dass y ein integrierender Faktor von (3) ist : 
man erhalt so entsprechend zu (4) 

(6) 

Aus (4) und (5) erhalt man durch Integration zwei Gleichungen von 
der Form : 

( 6 ) ip{t, T) = a, 

(7) iP{t, r)=^. 

Dies sind die Gleichungen der Minimallinien, und zwar stellt (6) 
die eine, (7) die andere Schar derselben dar. 

Nun beweisen wir den 

Satz : Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
Parameterkurven Minimallinien sind, ist, dass die Gleichungen 

(^A}=0; 

identisch fur alle Wertepaare <, r erfiillt werden., 

Um die Minimallinien als Parameterkurven einzufiihren, spaltct man 
die quadratische Diffarentialeichung 

( 6,6, 6,6^ )dtdT+ ( 6^6^ )dr =0 

in ihre Linearfaktoren und erhalt so zwei lineare Differentialgleichungen, 
deren Integrationskonstanten a und ^ die Parameter der Minimallinien 
sind. 

Die Tmnsformationsgleichungen ergeben sich durch Auilosen der 
Integralgleichungen nach a und ^ in der Form 

Nun beweisen wir den 

Satz^^: Bei jeder Abbildung zweier reziproker Kreisfl&chen gibt es 

(2) VeiigL Timrif Sur les cartes g^ograpfaiqaes ; Comtes Bendus 49 (1859) S. 673; und 
KeowveUes ann. de math., 2. 65rie (1878) t. 17. 
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ein System von zwei sich entsprechenden Kurvenscharen, die auf beideu 
Kreisfl&chen ein Orthogonalsystem bilden. 

Beweis : Die Bedingung, dass zwei Fortschreitungsrichtungen auf 

dt dt^ 

der Kreisd&che 8 : und die abgekiirzt mit m und m' bezei- 

dr , dr' 

chnet warden m5gen, aufeinander senkrecht stehen, ist 

( 8 ) {Oft, )mm'^ ( )(m+ m') + ( 6^6^ ) =0. 

Sollen die beiden entsprechenden Bichtungen auf der Kreisflache S| 
ebenfalls aufeinander senkrecht stehen, so muss 

(9) (^A)iwm'+(dA)i(m+m') + (^A)i=0. 

sein. 

Die Fortschreitungsrichtungen, die auf beiden Fl^hen orthogonal 
sind, miissen also den beiden Gleichimgen (8) und (9) geniigen, d. h. sie 
ergeben sich, wenn man (8) und (9) nach m und m' auffost. 

Die Fdiraination von m' aus (8) und (9) ergibt fiir m die Gleichung 

( 10 ) . =0 

I ( ),m + { ), ( OA h^n+{ ), 

Da (8) und (9) in m und m' 8}Tnmetrisch sind, muss auch m' die 
Gleichung (10) geniigen ; d. h. m und m' sind die beiden Wurzeln dieser 
Gleichung. 

Ersetzt man m wieder durch — so erhalt man als Differentialglei- 

dT 

chung der in Satz 1 genannten Kurven 

( 0A)dt + ( )dT ( 6 A )dt+{ )dT , 

( 11 ) = 0 , 

(OA \di+( ).* {6 A )iC«+ ( dA )^dT 

Bemerkuiifir : Ist 

im ) : (^A ) : (^A)-(^A), : (^A )i : (Mx)o 

so entspricht jedem Orthogonalsystem der einen Flache ein solches der 
andem ; in diesem Falle nennt man die Abbildung konfonn. 

( 18 ) Nun ist 
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^ « 

^=M* 

eiue normierte Kugel durch Kreis A im wobei 

(1) W=/^.P.A«o=l 

ist, so muss'*^ 

( 2 ) coB^f =p,pfT‘» 

sein. 

Betrachten wir k in dem Falle, dass cosV diesen Wert ann&hme^ 
dann haben wiraus (7) und (2) 

(p^^A.*f=l, 

( 3 ) 

Non setzen wir 


/»i= 



in (3) ein, dann folgt aus (3); 


+ 2x.xA"+«|A“-*|=0, 
(j!5=a?T" + 2x,*,T“+a|T^- fcti=0. 


Dann wollen wir iiber die Lagebeziehungen zweier Kegelschnitte (4), 
deren Determinanten nicht verachwinden, folgendes als bekannt voraus- 
eetzen. 

Die Determinante des Kegelschnittbuschele 


J+X^=0 

wollen wir A(^) Qennen. Eb ist also 

A"+>a?‘' 
A(^)= A’^+xT** 
0 


A's+xT'* 0 
A®+/T“ 0 

0 -(!+>!*) 


Setzen wir diese gleich Null, so erhalten wir eine Gleichong drltten 
Grades, deren Wurzeln X,, X„ X^: 


( 1 ) ( 9 ). 
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^1 





sein mogen. 

Es sind drei verschiedene Wurzeln vorhanden, also schneiden sich die 
Kegelschnttte in vier getrennien Punklen. 

(19) In der BiASCHKE’schen DIfferential-Geometrie III gelangten 
wir durch die stereograpliische, bezw. isotrope Projektion zur MoBius’schen 
und zur LAGUERRE^schen Geometrie der Ebene. 

Beide Projektionen iassen sich ohne wesentliche Abanderung aui 
hohere Dimensionen iibertragen. 

Wir beginnen hier mit der Kugelgeometrie im die sich aus der 
tJbertragung der stereographischen Projektion auf den fn+l)-~ dimen- 
sionalen Raum ergibt. 

Wir projizieren eine jylJberhugeb^^ die in den (n+2) homogonen 
Koordinaten acp, x„ x^, x^+, die Gleichung hat : 

(1) SE=-”a5 + x;+x5+ 

Aus dem y,Su(lpol^^ l,x,~X 2 = =x«=0; x„+i = — 1} projizieren 

wir auf die yyGrunduberebene*^ x^ 4 .i =0 eine Kugel. 

Dann entsprechen den Punkten j[hc= 0] der Uberkugel (1) die 
Punkte der Uborebene oder, wie wir auch sagen wollen, die Punkte des 
n-dimensionalen Raumes der Projektion x„^,=0. 

Hier gelten fur die stereograpliische Projektion folgende Fonneln : 


( 2 ) 


/ X|=^Cii) X2 = ^|, 

^ + cr.) 


die ermoglichen, aus den kartesischen koordinaten Ci, c„~i des 

Punktes der Projektionsraumes die homogenen Koordinaten x^ des entspre- 
chenden Punktes der Uberkugel (1) zu ennitteln. 

Wir werden die homogenen, an die Gleichimg (1) gebundenen Grossen 
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X, auch als Koordinaten des Punktes der Projektion verwenden und sie 
dana als pentaspharische oder (w+2)— Kugelkoordinaten bezeichnen. 

Mit Hilfe der Formeln (2) bestatigfc man leicht, dass durch die 
linearen Gleichungen 

(3) + + *n+iSn+i==0 

in den pentaspharisuhen Punktkoordinaten, bei denen die y* der Ungleich- 
ung genugen, die Kugeln im Projektionstaum dargestellt werden. 

Dabei rochnen wir die Ebenen, die sich fiir Xj+jn+i=0 ergeben, als 
jjBpezielle Kugeln mii unendlidiem Badina^^ dazu. 

Wenn ^^=0 ist, schrumpfh die Kugel auf einen Punkt zusammen, 
wenn aber ^^<^0 ist, erhalten wir Gebilde ohne reelle Punkte, die wir 
nullteilige Kugeln nennen. 

Fassen wir alle genannten Gebilde unter dem Begriff jyKugeln^^ 
zusammen^ so kdnnen wir somit unsere stereographlscbe Projektion des 
(n+1)— dimensionalen Raumes auch als eine Abbildung seiner Punkte 
^ aufFassen, oder als entsprechende Polaruberebenen (3) beziiglich der 
Flache (1), oder als Gleichung x„+,=0 fiir die Kugel des Projektion sraumes 
und als Kugeln und Ebenen ausserhalb diesesr Flachen. 

AUgemein nennen wir yi die Pentaspharischen Kugelkoonlinaten. 

Betrachten wir im (n + l)~ dimensionalen Eaume die Grujipe der 
Projektions-Transformationen, die die tlberkugel (1) festhalten> ausserdem 
die Gruppe der (n+1)— dimensionalen hyperbolischen Bewegungen mit 
der Massflache (1), so entspricht ihr eine Gruppe von Punkttrans- 
formationen des n-dimensionalen Projektionsraumes, welche Kugeln wieder 
in Kugeln iiberfiihrt, und welche wir die Gruppe der MoBius^schen 
Kugeltransformationen des n-’dimensionalen Baumes nennen wollen. 

Die Geometrie dieser Gruppe wollen wir auch Inversions- oder 
Konformgeometrie des Baumes nennen. 

Ahnlich dem entsprechenden Satz der Ebene im kann man auch 
den Satz beweisen, dass die JiBbitis’schen Transformotionen die einzigen 
eineindeutigen Punkttransformationen des ifcbtWschen Baumes im B^ 
sindi welche Kugeln iiberfuhren. 
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Man geht durch die stereographische Projektion in den (n-f 1)~ 
dimensionalen Baum. 

Darin sind dann Bolche Transformationen der Uberkugel^ welche die 
Schnittgebilde der Uberebenen mit der Uberkugel in ebensolche uber- 
fiihren. 

Qrdnen wir jedem Punktepaar der Uberkugel seine Verbindungs- 
gerade zu, so induzieren die Punkttransfonnationen der Uberkugel in dem 
Gebiet innerhalb der Kugel eineindeutige Geradentransformationen, welche 
Uberebenen wieder auf Uberebenen abbilden. 

Piir den Winkel ip zweier Kugeln ^ und j gilt : 

cos y = — — . 

Daraus ergeben sich dann auch die Bedingungen fur Orthogonalitat 
und Beriihrung von Kugeln im R,. 

Zu (n+1) gegebenen linear unabhangigen Kugeln j* [a=I, 11, 

(n+1)] gibt es immer eine gemeinsame senkrechte Kugel die 

wir defininieren konnen durch 

(9*)= 

wofur * eine willkiirliche Kugel eingesetzt werden kann. 

Wir schreiben symbolisch : 

I ty %?y 

und nenneu ^ das vektorielle Produkt der (n+1)— Kugeln j*. 

Wenu u einer der Schnittpimkte der n Kugeln j* ist, so folgt : 

i«i=uj*=0. 

Es sei u ein Schnittpunkt der IT, n] ; dann ist die 

Determinante 

«» if tf s'"> ,=o 

fur jede Hilfskugel 

Es ist u also eine Linearkombination der j*. 

W&re 95 ein weiterer Schnittpunkt der j*, so ware 93j*=0, also 

auoh 
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§ 8 ^= 0 . 

Ein Kreis St kan als Schnitt der (v—l)— Kugeln y* [a=I, H, 
(w— 1)] festgelegt werden. 

Alle Kugeln j, die sieh linear aus den y* Kombinieron lassen, gehen 
durch denselben Kreis St- 

Wir konnen zwei neue Kugeln 

(4) [«=I» n, (n-l)] 

P-I 

als LInearkombinationen der mit KoefHzienten einfuhren und dann 
durch £ unseren Kreis darstellen. 

Soli ein Ausdruck in den Koordinaten der Kugeln 

3C% t)*, z*, [«=I, II, 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl Kreise festlegen, nur von der geometri- 
schen Figur der Kreise abhangen, nicht aber von den sie festlegenden 
Kugeln, so muss er unverandert bleiben bei Substitutionen der Art (4), 
d.h. bei dem (jbergang zu beliebigen andern Hilfskugeln der durch die 
Kreise gehenden Biischel. 

Dabei werden wir fiir die verschiedenen Kreise Substitutionen (4) 
mit verschiedenen KoeflSzientensystemen cj haben. 

Betrachten wir zunachst einen Kreis y* und bilden das System der 
Skalarprodukte 

(5) (^Y)=A•^ 

so haben wir in A*** ein Grossensystem, das sich nach (4) in folgender 
Weise substituiert ; 

Hier sind alld Indizes von 1 bis (n— 1) enthalten, und es ist bei 
doppelt vorkommenden Indizes die rechte Seite zu addiereren. 

Fiir den zu unserem Kreis St gehorigen Tensor A*^ gilt die Sym- 
metriebedingung 
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und dasa aich femer die Determinante A= | A*** | nach 
A=,c;,^A 

substituiert : 

Wollen wir nun einen cigentlicben reellen Kreis haben, so mussen 
wir die Determinante A}>0 vorauasetzen. 

Wir betracbten zwei Kreise St und W, die durch die beiden Kugelpaare 

5 * und [«, k=l, II, (n— 1)] dargestellt werden. Wir definieren 

zu (5) analog wobei ist, iind setzen A='A^^j^O 

voraus. 

Dann liaben wir fiir die Buscbeltransformationen 
(5') 

zu beriicksichtigen. Die cj in (5^) sind aber von den cj in (4) vollig 
unabhangige neue Crbssen. 

In 

«'’^=(kV) 

haben wir ein Crbssen system, bie dem beide Arten von Indizes vorkom- 
men, einen y^geniiscJilen^^ Tensor, der sich nach 

trensfonniert. 

A\’'ir Rchliesaen nun den Fall aua, dass hie Matrix 

uf. > f, J h ’ h > & 1==^ 

ist, in die lineare Beziehung der Form 

(6) 

besteht- 

Die Bedeutung von (6) ist aber die, dass es eino Kugel 
gibt, auf der (n— 1)— Kreise liegen. 

Wir bilden nun den in a und ^ symmetrischen Tensor 


T*** =S 



100 BEITBXgE ZUR QEOMETRIE DER KBEIBE UND KUQELK (I) 

Isogonale .Kreise heissen solche Kreise, bei denen alle Kugeln durch 
einen ICreis einen gleichen Winkel mit einem andem bilden. 

Ist eine normierte Kugel durch jf, wobei 

AA A 

ist, so muss 

unabliS.iigig von den sein, wobei ^ der Winkel zwischen dem Kreise 
und der Kugel ist 

Dass ist nur mbglich fiir 

T®** prop. A®^ 

Ist der T®^ entsprechende Tensor der zweiten Art, so 

muss wegen der geforderten Rcziprozit&t der Beziehung zwischen den 
beiden Kreisen auch porp* 

Aus T;=^Tx folgt dann, dass die beiden Proportionalitatafaktoren, 
also die beiden Winkel werte gleich sind. 

Aus diesen Bedingungen folgt speziell auch 

ff-K=0. 

(20) Wir betrachten zwei Geraden g und g im Raume Rj, die durch 
die beiden .Geradenpaare y® und 5 ^ [a, ^~I, II] dargestellt^'^ sind, wobei 

(xT)=0 ’1“^ (5V)=0 

sind. 

Wir definieren 

wobei 

A®‘»=A<»®, 1*“=!*^* 

ist, und setz:^ 

A«|A®*»|>0, Aral A^*^ I 

(1) Thomsen, Q; tjber KrelBscbaren und Konren in der Ebene und liber £>ei8Soharen 
und Kurven im Baum ; Abb. aus dem Matb. Seminar der Hamb. Universitilty IV 
Bd. (1926) 8. 117. 
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vomtiB. 

Daiin haben vrir fur g, g die Buscheltransformationen 

C«=I. D], 

(l-I 

1 

['=I> H] 

l*-I 

zu beriicksichtigon, wobei cj, cjt vollig unabangige Koeffizienten sind, 
deren Determinanten 

I cj |“f.O und ! cji [=4=0 

sein mussen. 

In 

«**=(5“?) 

haben wir ein GrossenBystem, bei dem beide Arten von Indizes vorkom- 
men namlicb elnen gemisclden Tensor, der sish nach 

( 2 ) 

transform iert. 

Wir betrachton nun den Fall, dass die Matrix 

(-) . j”. is 

ist, wobei eine lineare Beziehimg der Form 

(3') 

besteht. 

Die Bedeutung von (3') ist aber die, dass es einen Punkt 

gibt, durch beide Geraden verlaufen. 

Gilt (3) nicht, so sind die vier Geraden linear abhiingig. 

Wir bilden nun den in a und fi symmetrischen Tensor (4) 

(4) T**" = 

Statt A^, 8*^ fiihren wir nun T*^ neben A*^ ein ; somit haben wir 
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vier Grosen weniger. Da aber in den Transformationsfonneln von 
und die cj garnicht vorkommen, enttpricht dieses Nichtvorhan- 
densein gerade der Elimination der vier Grossen CJ. 

Es bleibt noch die Aufgabe, die Invarianten der gleichartigen 
Tensoren A®** und T®** zu bestimmen. 

Das entspricht aber gerade dem Problem der levariantenbestimmung 
zweier quadratischer Formen im Gebiet zweier Variabler, wie sie in der 
Flachentheorie vorkommt. 

Der GAUSS’schen und mittlereren Krummung entsprechend haben 
wir die beiden Invarianten 

(5) h=1-T;, 


wo T die Detenniuante | T®** | ist. 
Aus (4) ergibt sich 


( 6 ) 


wobei 


T=— , 
A 


«=l s®^ I 


ist. 


Sorait hat man auch 


(7) K= — - — und H=-^«®V^ 

A.A 2 

Aus (7) ersieht man> dass die Invarianten in den Tensoren beider 
Biischel symmetrisch sind trotz der Bevorzugung des ersten Buschels 
durch Einfiihrung von T®^ bei ihrer Herleitung. 

Fiir zwei verscbiedene reelle Punkte j und j ist immer (sj)-f-O, und 
wenn ( 55 ) in den kartesischen Koordinaten x, y, z, x, z ist, ergibt 
sich : 

(x-xf + Cy-yfH- (*-*)*. 

Nehmen wir auf einer Kugel j im B, drel Punkte J®[ds=l, 11, III] 
und auf einer weiteren Kugel j* ebenfalls drei Punkte j* an, so gibt 
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es genau vier Mobius^ache Transformationen des Paumes, welche die Figiir 
in die Figur uberfiihren. 

Wir konnen zuniichst in ahnlicher Weise 5 in j* iiberfuhren. 

JDann gehen dabei die jc® in drei Punkte 5 ® auf j* iiber.. 

Nun kann man aber auf zwei verschiedene Weisen wegen der 
Kreisverwandtschaft auf j* die in die 5 *® iiberfuhren. 

Zu jeder solchen Kreisverwandtschaft haben wir dann nach dem 
eben Ausgefiihrten noch zwei zugehorige Transformationen des Raumes. 

Diese vier Abbildungen sind nun auch die einzig moglichen ; 
denn die Figur {j*^®*} kaun man nun durch vier Transfomiotionen in 
sich iiberfuhren. 

Zuniichst gibt es zu der Identitiit auf der Kr^el 5 * zwei Kreisver- 
wandtschaften, einmal die Identitat des llaumes dann die Inversion an 
j*, die alle Punkte von j* unverandert lasst. 

Dann gibt es die Inversion auf j* die den Kreis durch die Punkte 
j®* auf j ill alien Punkten unveriindert lasst, und zu dieser gibt es zwei 
Trausfonnationen im Raum, von denen man wieder die eine aus der 
anern erhalt, indem man noch die Inversion an j* ausfiihrt. 

Da die Figur { 5 * 5 ®*} von 10 Bestimmungsstiicken abhangt, ist 
unsere Gruppe dor Abbildungen von Mobius iin Kaum lO-gliedrig 
((jrui)j>e 

(21) Das Ciuadrat der Masszahl der Lange eines Linienelementes 
des Flacbeustiickes C sei durch die Gleichung 

(/«•’= - [(e,e.)dt^+^0A)dtdT+(e^o,)dr:i 

/(e,r) 

dargestellt. Die Funktionon und /(t, t) sind eln- 

deutig und stetig. Die Mbglichkeit der konformen Abbldung wird 
dargetan sein, sobald es golingt, zwei reelle, mit ihren partiellen Ablei- 
tungen erster Ordnung eindeutige imd stetige Funktionen u{tf r) imd 
v(t, r) der Gleichung 

gemilss zu bestimmen^ in welcher der Multiplikator / eine wesentlicb 
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positive; eindeutige und stetige Funktion der beiden reellen Argumente 
t und r bezeichnet. 

Fur die Gleichung (1) kann man auch setzen 


( 2 ) 


fi( v''(p;]<K+ ( ) + OA )■ 


=du + idv, (i=i/ —1) 

worin der Faktoi fjt eine von Null verscbiedene, eindeutige und stetige 
komplexe Funktion der reellen Argumente < und r bezeichnet. 

Aus der Gleichung (2) werden die weiteren Relationen 


^ V{e.e7) ar’ 


j-i ^ 




abgeleitet. 

Die zuletzt angegebene Beziehung fuhrt zu ben beiden Gleich- 
ungen^^^ 


( 3 ) 


dv 




3 < y/{0,e,Wx)-{OAr' 

dv 




dv V(e;0]){e,0^)-{0,d^y 


£s wird nun zungohst die zusatzliche Voraussetzung gemacht; dass 
die Funktionen {Ofi^) nnd {6^0^) stetige partielle Ableitungen 

erster Ordnung siiidi die ihrerseits der HoiDEB’schen Bedingung geniigen. 

Aus den Formeln (3) ergibt sich; wenn vorausgesetzt wird; dass die 
Funktion u auch noch stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung 
hat; die partielle Di^rentialgleichung 


(1) Vergl Encjklc^die der Math. Wms., lepzig lEIs* 
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( 4 ) 


Z 1 


f \ 

Zt 


W{eA){W-{eAf) 


Ist insbesordere die Grosse glelch 6, d. h. stellen die Kurven- 

scharen auf der Flache, welche entsprecbend durch die Beziehung <= const, 
und die Beziehung r=con8t. charakterisiert werden, zwei orthogonale 
Kurvenscharen dar, so gehen die Diffbrentialgleichungen (3) und (4) 
liber in 






Zxi 




^ \ 

dt {e,e,) u ) 


+ 


d_ 

Zt 


vr cm;)' 3r > 


(22) Nehmen wir die Koordinaten eines eigen tlichen Punktes ;*[«= 
I, n, III] im R, als Funktionen eines reellen Parameters t an : 


(1) + + [a=I, II, III], 

so ist dadurch im II eine Kurve bestimmt, wobei p ein beliebiger Faktor 
ist. 

Die Funktionen j*(f) wollen wir als stetige und difFerenzierbare 
Funktionen ansehen. 

Fiir die nonnierten Koordinaten gilt dann : (jr) = l, und (jj)=0ist 
identisch in wobei wir die Ableitimg durch Punkte bezeichnen. I)ann 
haben wir 


(a-) = 3(a6)=(d-)==3(cd) 

=9(6-)4-6((ic)=9(c^)+6(6d) 

= (ad)+9(6c)=0. 

Aub (1) schraiben wir homogen : 

(1) LicHTKNgrrEiN, L: Beweis des Sataeft, dufl<t jedes hinreichend kleine, im we<4entlichen 
stetig gekrummte, singularitAtenfreie FlSchenstttck auf cinen Teil einer Kbenc zusam* 
menhftngend und in den kleinsten Teiien ^hnlich abgebildet werden kanii ; Akademie 
der WissenHchaften, Berlin (1912) S. 6. 
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Die erste Osculante im Punkte fjt^ wird dargestellt durch : 



1 

3 



Oder 


pf = ( a« + hH , ) + 2( 6“ + ) J + ( c« + d-;, ) )h 

1st /t der Parameter eines Wendepunktes, so folgt fiir die Gleich- 
img: 




CS, -f* 

6, +c,^, 

Cj + d,l| 

( 2 ) 


Cbt-\- biXy 

6^ 4" 

02 + ^2^! 




^ t “h 0 A] 

c j 4“ fZ 


Sind Xi 1, die librigen Wurzeln der Gleichung (2), so folgt 

0(;,)=o 0(;o=o. 

Liegen zwei benschbarte Pimrte i^(t) und 5 ® 4 *dj* auf einer Kugel 
denn gilt : 

hieraus folg: 

(a«5) + 3(6«^)< + 3(c-^)<' + (d«^)«'=0, 
(6<^)+2(c«^)<+(d«^)( =0. 

Fallen zwei Ponkte 


E«( < ) =a« + 36»< + 3<5“<-’ + d‘< 


und 


^•(<)=A«+ 3B«<+3C*<-+D‘<'' 
zuBammen, dann ergibt sich; 

CsT)=o. (jjV)=o. (sV)=o, 


d. h. 
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S{(a«~A«) + 3(6«-B«)<+3(o«-0)«‘Xd*~D»)r}^=:0, 

welches unsere gesuchte Bedingung ist. 

(23) Im folgenden werden wir den Begriff der Translationsfliiche 
im Bs erorten. 

Worden zwei gedachte Kurven, etwa die durch die Gleichungen 

(1) S=Ef(<i), [a=I, n, III] 

mit dem Parameter dargestellt, ohne Anderung ihrer Stoll ung im 
Kaume, also mittels Scrhiebung oder Translation stetig in neue Lagen 
iibergefuhrt; so erzeugt sie eine Schiebungs-oder Translationsdacbe. 

Wollen wir den Punkten j der Kurve (1) stetige Schiebungen 
eiteilen, so haben wir zu ihren Koordinaten Funketionen einer Yerander- 
lichen L zu addieren, etwa die Funktionen [a=I, 11, III], so dass die 
Kurve (1) die Trauslationsflache erzeugt. 

(2) n, III]. 

Auf dieser Fliiche sind <i und i, GAUSS^sche Parameter; sow’ohl die 
Parameterkurven <,=con8t, als auch die Parameterkurven < 2 =const. sind 
einander kongriieut und gleichgestellt. 

Die Tangenten der duixih die Pimkte einer Kur\'e f 2 =const. gehenden 
oo^ Kureen const, haben den Richtungscosinus proportional den 
Grossen : 



die von i. frei sind, d. h. alle jene oo^ Tangenten sind einander parallel 
und bilden (labor einen Zylinder, der die Translationsfliiche (2) langs der 
betrachteten Kurve ^ 2 = const, inuhullt. 

Die drei Koonlinaten 'in (2) genugen der ^mrtiellen DiflTerentialglei- 
chung ; 


imd damit der Bedingung M=0, d. h. die beiden Scharen erzengenden 
Kurven sind einander konjugiert. 
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Die Translationsflache (2) ist imter den Bedingangen^’’ 


0<, 


= 0 , 



eine Minimalfl&che, und umgekehit lassen sich auch alle Minimalflftchen 
anf diese Weise ausdriicken. Alsdann sind aber auch 


s=c“sf +«-“sS 

die Koordinaten einer durch stetige Biegung aus (2) hervergehnden 
Gruppe assoziierter Minimal flachen mit dem Biegungsparameter, imd 
hierdurch sind zugleich alle zu der gegebenen Flache (2) isometrischen 
Minimalflaehen gegeben. 

(24) Wir haben die Gleichnngen : 

COB”f=P,P,T‘^ 


aus denen folgt : 


■ T‘ VH2T-V,p..+T->| 


in nicht homogener Schreibweise 
A(l)=C08'f> = 


T">(*+2T'*1+T« 

A>M*+2A“;+A“ 


Wenn A(l) ein Maximum oder Minimum ist, folgt 


A 

dk 


A(;o=o, 


d.h. 


( 1 ) 


^11 ^12 ^*22 

A" A“ A“ =/i*(A’T?'’-A"T’*)+;.(A“T"-A"T^) 
1 -A A* +(A“T'*-A’‘‘T") 


=aeA*+Zi-H'=0. 


(1) Vergl. etwa Knobi^cch, J ; Gnmndlage der Dflerentialgeometrie ; Leipzig und Berlin 
(1913) a 161. 
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la abgekurzter Schribweise : 

(2) H=A.'T“-A“T‘', «==A’^T"-A"T'*, 

H'sA’-T«-A“T'*, »'=3A'T'*-A’'T“ 

Z=»'- H=A”T"- A’'T“ 
d.h. 

H', A” A« A« I 

|| '[pn ipn 'J's I . 

(1) gibt die beidea Tangenten-Kichtuagen an* ia welche die 

ausserstea Werte der quadratinchen Form cosY fallen. 

Sie etehen, da gemaas (2) 

A''H'+A'yi-A“«^ 


wird, anfeinander senkrecht, und zwar ist auf Grand von 

-^=2^>i+Z 

d)? 

die Richtung /i, des Maximums bezw. die Richtung ^ des Mini- 
mums A.^ von cosY bestimmt durch 


/A = 


-Da-Z 

28 


bzw. 


/i,=- 


I>A-Z 
28 ' 


wenn zur Abkiirzung 

Dj,e=t/'Z»+4©H' 

gesetzt wird. Im Falle des Maximums bezw. Minimums ist 


^ ^ A"/i+A'* 


(25) Im folgenden mdchte ich eine Theorie zweiparametrigen Kreis- 
scharen im konformen Raume R^ angeben. 

Ist eine Kreisschar im konformen Raume vorgelegt, dann gibt es 
ein Paar Orter, den Brennpunkt der Kreise. 

Diese Orter sind je eine Fl&che der zweiparametrigen. 
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Sind die Gleichungen eines Paares von Ortern (ein Paar von 
riachen) : 

(1) (ss)=»«(«> w)+!*i(«> »)+ +a5(«‘> «)=0> 

(2) «)+3^(m> 1’)+ +3/J(«> «)=0> 

dann kann man die Gleichung der Kreisscharen alB 

(3) (??))=3Co3/o + *iyi+ +X„3^„ = 1 

setzen, wobei u, v die Parameter bedeuten. 

Ans (3) folgt : 

^dXi-yi + '^Xi-dyi = 0. 

Nun kann man setzen ; 


SdXi*yi=con8t. {=h)] 
denn wenn wir setzen 


x=px, y=p'^y 


so folgt : 


Damit ist : 


^dx^•y^=:'^{p•dx^+cp•Xi) {p'^yt) 




2dxryi + dlo*^“'=const. (=^); 


d.h. 


Aus 


Le. ^=exp.( 

P 


folgt 




^d%>yi + — 0. 

Wenn zwei Pdnkte (jC 5 )= 0 , (^^)=0 auf einer Flftche liegen, so 
konnen wir drei quadratische Differentialformen bestimmen ; 
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^<hi-dyi=gi^*du\ 

(4) 's(rfx,)*=ff«d«W, 

wobei du^y du^ zwei gegebene Fortschreitungsrichtungen bedeuten. 

Ihr Winkel 8 wird gegeben dorch 

cose^ ^ 

(Oikdu^du^) {gij,du^du^) 

also in einer m— und in anderer w— !Mannigfaltigkeit wird bei u--*u 

C08^=C08^, 

dann und nur dann bleiben, wenn 

igikdu ^o u^y- ^ { gikdu*du^f 

iff^kduW) (g,tdx^dx^) {g,tduW) (g,j,dnW) 

in alien Differentialen dw* und du‘ identisch ist. 

Hieraus erhalt man leicht die Pro|)ortionalitat : 


(5) gik = ^9iky %Ljy u„). 


AVir setzen zunacht </'<*= ^<7** und bilden fiir diese Tensor kgn^ die 
Drei-Indizes-Syinbole F' und den Krumraungstensor im- 
Es wird : 

(6) s' =^'9, = 

Setzen wir zur Abkiirzimg 


(8) 

so ist 

(9) 


f^i= 


^log^ 

dui 


/;r = •T.I + -L(^«>*+ )• 


Zur Berechnung von empfiehlt es sich, weitere Abkurzungen 

zu verwenden. 
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Zundx^hst ist 

( 10 ) i 

dann bilden wir von dem kovarianren Vektor fit die kovariante Ab- 
leitung. 

Dios gibt den symmetrischen Tensor 

( 11 ) 

OUi 

Schliesslich setzen wir noch : 

( 12 ) ga{g.f^)‘ 

Mit Hilfe dieser Ausdriicke berechnet man dann^*^ 

(13) = /« ^ \j9u^km’^9km^%l~^9ifn^kl 

{!9il9kfn’^9km9il ’^9im9k:’^9ik9ii>^* 
Jetzt setzen wir n^2 voraus und bilden noch : 

( 14 ) Im = Im 

und 

(15) R'=j7'*»Ri„=-?- 
Es wird aus (13) : 

(16) [(n-2) 

+ '^ [(«- 2 ) Vkm + gtJP'] 

(17) R'=J- [R-(«-l) <P+^ (« 1) <pl 
Dabei ist nach (11) und (12) gesetzt ; 


(1) WxirzEsrB^CK ; InTaiiantentheorie (1923), S. 299. 
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( 18 ) 

In B(t Ili„ R' und sind X, fi^ nnd enthalten. 

cm 

Ee ist nun moglich, diese Funktionen aus den Gleichungen fur 
Ri*. tm, Ri«. R^ 9'ik zu eliminieren. 

Hierzu bilden wir nach (16) die Ausdrucke: 

( 20 ) [i7iibR/m] =^i/Ri«» + S^*mRi/ “ 9in^'kl “ S^it/Riwi* 

Wir erhalten : 

(21 ) [9ik9lfn'\ =H9il9km-9^nSkl) 

(22) J- = [<?.»?,«] 

Substrahieren wir hiervon die mit (n— 2) multiplizierten Gleichungen 
(13), so fallen die Ausdrucke 

[9ik^lm] 

und 


[gUcVlm] 

weg, und wir haben ; 


(23) ^{[<7«R;,]-(n-2)R;*.,„} 


= (Cfl'itR/J - (n- 2)R,*. ,«} - 

-{gi(gkn,-gimgt,){ 


Hier l&9st sich 


0 



noch mit Hilfe von (17) eliminieren. 
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Es wird : 


(24) 

* 

Im ~ 2m> 

wobei 


(26) 

♦ 

R<*. l« = (^ "“ 2)R^*^ 1^ [S^ijRjfc«» + ^AmRi j — ““ 


+ ^ (giigkm"^gtm9kl)^ 

n— 1 


ist. 

Aus (24) und gik==^gik kann schliesslich noch X elirainiert werden : 

( 26 ) itn 1^5*. Im 

und dies gibt nach (25) den WEYL’schen Tensor^®^ : 

/in = ( ^ ~ 2 )RJib, im — ““ 

W—l 


(26) Die Steifenkreisflache der Kreisflache (a) in einem nicht 


singularen Kreise (j^ j^), wo also 
Null Bind, hat die Gleichung 

Jf- 

dt dt 


¥ 

'dt 


=0; 


und — « — nicht glichzoitig 
ot 


und dies ist dann, wenn der Kreis der Enveloppe angehort, auch 

die Gleichung der Streifenkreisflaohe an die Einfullende im Kreise 

Die Gleichung dieser Streifenkreisfl&che ist zwar zunacht in der Form 
anzusetzen ; 


wo 




^4. JsL 

dl ’ Za Zt 


®s!L+^ _®?L 

Zl Za Zl 


- 0 , 


(2) 1. e. (1)» S. 342, Tdhoku Math. J., im Brack. 
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da dt V d(ty a) / 



jilt, doch ist wegen der Beziehung : 

Jsl-3L 3L=o 

dt da da dt 

ai ‘ dt \ dt ^ da dt )' 

(31+3L V 

V ^ aa dt r 

und Romit verlaufen dse in einem gemeinsamen Kreise der Kreisflache 
(a) und der Enveloppe verzeiclineten Streifenflachen in gleicher Richtung, 
d.h. die Enveloppe hat dort, wo sie die K^isflache (a) erreicht, einen 
Streifen mit ihr gemein. — ^Wenn aber der Kreis auf-der Kreisflache (a), 
durch welchen die Einhiillende hindurchgelit, ein singularer Punkt der 
Systemkreisfliiche ist, so brauchen die beiden Ki*eisflachen keinen 
gemeinsamen Streifen zu besizen. 

(27) In don Parametern f, r lautet die Diflerentialgleicung der 
Minimallinien ; 

( 1 ) ( )dt- + 2( OA dr^=0. 

Durch jeden Flachenpunkt gehen nach (I) zwei Minimallinien ; 
dioselben sind stets imaginar, da die Diskriminante von (I) 

stets positiv ist. 

Durch Spaltungvon (I) in zwei Linearfaktoren erhalt man : 

( 2 ) Vm)<H+ dT^O, 

V 


( 3 ) 
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wie in der elementaren Diflferentialgeometrie. 

Die aus diesen beiden Differentialgleichungen sich ergebenden Werte 
von dt : dr sind konjugiert imaginar. 

Es sei nun ein integrierender Faktor der Diffferentialgleichung (2), 
der naturlich im allgemeinen aucb eine komplexe Punktion von t und 
T sein wird. 

Multipliziert man die linke Seite von (2) mit /i, so wird sie ein 
exaktes Drfferential, das mit da bezeichnet wird, so dass also 

(4) + 


ist. 

Nennt man die Punktion, die aus /i durch Vertauschen von i mit 
— i hervorgeht, die zu jjl konjugierte Punktion, und bezeichnet man diese 
mit y, so zeigt man leicht, dass y ein integrierender Faktor von (3) ist. 

Man erh&lt so entsprechend zu (4) 

(5) 

Aus (4) und (5) erhalt man durch Integration zwei GQeichung ; 

(6) f){<, r)=a, 

(7) r)=^. 

Dies sind die Qleichungen der Minimallinien, und zwar stellt (6) 
(7) die eine, (7) die andere Schar derselben dar. 

Das Linienelement dts der Fl&che erhalt nun eine besonders einfache 
Gestalt, wenn man mit Hilfe von (6) und (7) statt der willkiirlichen 
Parameter i und r die Grossen a und ^ als neue Parameter einfuhrt. 

Multiplizieren wir namlich (4) und (5) und setzen zur Abkiirzung 



und 


JX^AS 
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so erhalten wir'*^ 

Hierbei sind noch die Parameter t, r wegen (6) und (7) durch 
a, /9 und ^ zu ersetzen. 

Man sieht, dass fiir a = const, und const, beidemal d8=0, also 
die Diflferentialeichung (2) der Minimallinien erfullt wird , man 
nennt daher a und ^ die Parameter der Minimallinien wie in der ele- 
mentaren Differentialgeometrie. 

(28) Es seien durch 

(1) s.=s.(0» [«=i» m] 

Kurven auf der Flache 


( 2 ) s--) n, in] 

gegeben. Von den ist dabei angenommen, dass sie stetig und 

mindestens einmal stetig differenzierbar sind. 

Unter diesen Annahmen erhiilt man durch Einsetzen von (1) in (2) 

also in der Tat eine Kurve in Parameterdarstellung. 

Fiir die Minimallinien ergibt sich ; 


(3) ( 6 A )dl- + 2( 6 A )dtdT + ( )dr2=0, 


fiir den Winkel 6 der Parameterlinien in einem Punkt P(<, r) 


(4) 




Wir setzen mid (6^6^) stets positiv voraus. Quadriert man 

(4), so ergibt sich : 


COS'^; 




Oder 


(1) Vergl. Encyklop&die der Wins. Ill D 3. 
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{ee)^{eAW,)^{0A)^o. 

Dabei ist (66) die Diskriminante der quadratischen Form (3), 

Es ist 

( ® <( e,e,}dt+(eA)dty+ W, KW-i eA =o 

( “fit J 

aus (3), d. h. die Gleichung (6) hat keine reellen Wurzeln, wenn (^^)>0 
ist. Daher hat (6) nur Werte mit cinem Vorzeichen, imd die Form ist 
definit; da sie im Sonderfall dr=0 wegen (Sfit) positiv ist, ist dieses 
Vorzeichen +l>die Form also positiv definit. 

Aus {60) =0 folgt iibrigens wegen (5) 

cos6^^ ± 1, 

also ^=0 Oder tt und somit gerade der Fall linearer Abhangigkeit der 
t und r. 

(29) Wir wollen jetzt die Figuron betrachten, aus einem Kreis 
j*[a=I, IT] und einer Kugel j des lij— Raumes bestehen, die wir in 
normierten Koordinaten 

A A 

gegeben denken. 

Greifen wir eine Kugel 

i=P*f 

aus dem Biischel j® heraus, so ist der Winkel ^ zwischen ^ und j nach 

cosV= 

(^^)(88) 

durch 

(1) cog^^=Jj?«(i*9.).3’‘ 

gegeben. 

Der Winkel ^ des Kreises mit der Kugel t) ist nun der kleinste 
Winkel, den eine durch ihn hindurch gehende Kugel j mit ^ bilden 
kann. 
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Um ihn zu finden, haben wir also cos^ nach (1) als Funktion der 
varlablen Kugel j, also als Funktion von pi und pu zu betrachten und 
das Minimum aufzusuchen. 

Aus 

-?(£2!ML=0 [r=I, II] 

^Pr 

folgt eine delation der Form : 

(2) prop. (f^). 

Multiplizieren wir (2) beiderseits mit so ergibt sich 

(3) p, prop. 

Da (1) auf der recbten Seiten in den p^ vom Grade Null ist, kommt 
es auf den Proportional itatsfaktor nicht an, und durch Einsetzen von (3) 
in (1) erhalten wir fiir den Winkel zwischen Kreis und Kugel : 

(4) cosV=(k.9)(e'^), 

Sollen Kreis und Kugel senkrecht aufeinander stehen, so muss 

(5) co8V=A.»(jci5)(x''$)=0 

Rein. 

Wegen fA*pi = l;Ap*0 ist diese Gleichung im Reellen nur moglich, 
wenn 

( 6 ) 

ist. 

Treiben wir Geometrie im Komplexen, so ist auch der Fall (5) 
moglich, ohne dass (6) gilt. 

Wir wollen das sagen, der Kreis sei halbsenkrecht zur Kugel 
Wahlen wir als Hilfskugel j® speziell die Scheitel 

jf=«> s"==® 

80 folgt aua A>0;u58+0> 8 * 1 * 
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*^Ji— A i2— — — , A 22 — 0 


tind nach (4) ist 


cobV^M. )^) . 
(«») 


Daraus erkennen wir ; Ist der Kreis halhsenkrecht sur Kugd so 
liegt einer seiner Solieitel auj ihr ; ist er za der Kuqel senkrevht, so liegen 
seine heiden Scheitd auf ihr. 

(30) Es seien St zwei Kreise im B 3 . 

Ist eine normierte Kugel im 11^ durch St mit 

( 1 ) 

so muss 


(2) cosV=T‘i'p.,o, 


seleu, wobei der Winkel zwischen ^ und ist. Aus ( 1 ), (2) folgt : 


(3) 


A"p\+2A'^p,p,+T^pl ' 


Fiir audere Sjsteme der Kreise and Kugel haben wir eine ahnliche 
Bezsiehung wie (3) in der Formel ; 


(4) 


T»p! +2T'V.p,H-T>| 


A"pl+2Ay,p,+A”pi 
Lassen wir bei (2), (3) und 

(6) e,f^i + 20ip,pi+o,pl=0 

p, und pi weg, so haben wir : 

e, Cj 

T”— cosfA" T“— cosipA’* 

T”— cosfA” T**— oos^A'* 


T“-cosjPA« 

T“-co8fA“ 


= 0 , 
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( 6 ) 


0 , Cj Cj 


Cl O2 Cj 


^11 ^12 »J*J2 

— cos^ 

A” A’2 A“ 

— cos^ 

^11 *^12 J^J 2 


»pi2 1^22 



Cl Cj Cj 
^12 r£22 

A” A'2 A® 


+ cos^ cos^ 


C, C2 C3 

A” A'2 ^22 

A” A*® 



Also ist im allgemeinen die Beziehung zwischen ^ und f abhangig 
von (6). 

Wenn die vier Determinanten 


Cl C, Cl Cj c, 

1 Cl c> c, 

c, c^ c 

•pil rpi2 1^22 ^11 ^12 J^S2 

»pn ^12 

1 

A" A'® A“ 

j ^11 ^12 rjy2 ^ ^11 'J'12 ijffi 

, ■ A" A>* A“ , 

A" A'* A“ 


einen gemeinsamen Factor in der Form 
C|X + CjA + c Z 

haben, so ist (6) imabangig von (5), und wir erhalten den 

Satz : Die notwendige und hinreichende liedingung dafiir, dass (6) 
unabhangig von (5) ist, ist dass die Kurvenscharen involutorisch zu 

T‘V>f + 2T‘V./>2+TVi=0, 

A’yi + 2A^*>.^,+A->l-0 
und involutorisch^’^ zu 


T‘V*+2t«>,/«,+T->l=0, 

A’‘/9j+2A>,^,+i*>|=0 

gehoren. 

(31) 5 =g(w, v) sei eine Kugel, die dreimal nach u, v differenzierbar 
ist. 

(1 ) Vergl. K. CX»URA : On the theory of representation of surfaces, Tohoku Math. Journal, 
Vol. 12 (1917), p. 267. 
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j(m, v ) 

sei ein Kreis in Rj wo 5 ( 11 , v) gleichfalls dreimal diiferenzierbar ist. 
Setzen wir 

d^.di=0 

voraus, so gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor^(tt, v) der Kugel, 
so dass 

(1) 3v=^XSv 
ist. Hieraus folgt wegen $uv=ivu 

(2) ^.xx„=:^„xs„ 

und daher 

d. d. fur gelten Gleichungen folgender Art : 

Wird dies in ( 2 ) einsetzt, so erhalt man 
(4) d=-a. 

oLi y, d sind Funktionen von Uy v zwischen denen ausserdem noch 
weitere Gleichungen bestehen. 

Wir setzen in (3) statt d nach (4) —a und beriicksichtigen 
so erhalten wir 

Nun kann man (5) in den Form der Gleichung^*^ 

( 6 ) 

transformieren. 

Aus (5) folgt dei<*> 

(]) Eiseshalt: Transformations of surfaces, Princeton (1928) p. 288. 

(2) Siehe Nasajima, 8 : Einige Beitrfige tiber konvexe Kurven and FlSchen ; Tdhokn 
Journal, Vol. 82 (1980) p. 22a 



s6ji matsttmuba 


123 


Satz : Wenn 5 eine Kugd idj id una dadurch auf der Kugel ein 
Kurvennetz geyeben, das rechitoinldig id. 

(32) Es seien St, zwei Ereise im 1st eine normierte 

Kugol mit 

( 1 ) 

SO muss sein ; 

(2) C08V=/^./0,T»», 

wobei ^ der Winkel zwiscben \) und fl ist. 

Also kann man setzen : 

(3) $$=2»?+2R?=l, 

(4) cofCip=mi+imy 
an Stellc von (1) und (2), wobei 

=77lj^^O| + “I* ^221^29 

und 

( y + m^ff^ + )=/>,/3pA*P, 

^ 1(^1 i/>i + myp,y+ L{ 

sind. 

Setzen wir mm 

aRi=co86^, 5D?2=sin^ 
in (3) ein, so folgt aus (4) : 

cosY=^i cos‘' 6>-|-Z2 sin*^. 

Ist 6 variabel, d. h. sind pi, p^ variabel und ^,>0, /o>0, dann ist 
li co 8*6>+^2 8m’^6^ 

der Abstand zwiscben dem Mittelpunkte und einem beliebigen Piinkte 
einer Ellipse, wobei ■»/ li, |/ die beiden Halbmesser der Ellipse sind. 
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(33) Wir einBetzen^*> 

2T= ( + 2( eA )< )?, 

dann ist T ahnlich wie kinetische P'nergie in Dynamik. 
Man fiihrfc durch die Substitution : 


und 


r,), r(<„ r,) 


dt i , dt • 


dt, 

dr 


dU 


OTo 


• OT • 

r, 

on 


ein neues Koordinatonsystem <„ r, eiu, dann die Gleichung T im Systeme 
t,, r, ist; 


2T=(«A) 


Oder nach geordnet : 


(A) 




dr, 




dr dr 




3ti dr, 


Wenn die Schar der <,r,— Parameter Parameter Kreisen, welche auf 
der zweiten Schar gleiche T abschneidety soli kurz als die Schar der 

(1) VergL Nakajima, S: Differexitialgeometrie der Kreis^haren (Vlt) ; TChoku Matli. 
Jomnab Vol. 32, p. 210. 
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„ TeU.er-Krmm oder „ Teller iind jene, auf der gJeiche T abgeschnitten 
werden, als „ gdeilte Kreiaen ‘‘ oder „ Geteilte bezeichnet werden. Sind 
die Kreiaen <,=c(c=«const.) die Toiler der Kreiaen r,=c, dann muaa 


( 1 ) 





aein. 

Soil die beiden Scharen dea Koordinatenayatema aind gegenaeitig 
teilen, dann muaa auch 


( 2 ) 





aein. 

Zur Beatimmung dea Koordinatenayatemea hat man dann zwei 
Differentialgleichungen (1), (2). 

Ohne die Allgemeinheit der Aufgabe zu atoren, kann man 

(^A)=o 

aetzeu, oder daa Syatem der Kreiaen 

(^A)=o, (dA)=o 


beniitzen. 

Nachat werden wir den zweite Art der Ableitung der Differentiolglei- 
chung zu. 

Ea sollen jetzt die Parameter r), r) einea Teilemetzea 

als Funktionen von t und r bestimmt werden, wobei <, die T der geteil- 
ten Kreiaen ^=o ist. 

Man gibt aich das Koordinatenayatem r)=c„ t)=Cz und 
verlangt, dasa die Gleichung dor T ist : 

(2') 2T=^ + 2( 6 A 

Geht man auf das Koordinatenayatem <=c„ r=C 2 zuriick, dann ergibt 
aich ; 



4 






St 
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x(t-)? 

-t-V’ 

Dieser Ausdruck muss identisch sein mit 

{e,6,)e^^efi^)iT+{e^e,y^ 

Es miissen also folgende drei Gleichungen bestehen : 

= (^A), 



Man hat zur Bestimmung der zwei Unbekannten und drei 

Gleichungen. 

Also muss die Determinante der Koeffizienten verschwinden. 


^ ) 
\ St ) 

'-(0,0.) 

2^^- 

St 

Sij> 

St 


( ¥ 

\ St / 


Sip 


d(p 

Sip Sp 

Sp_ 

Sp 

Sp 

dt 

St ^ ^ 

St 

~sr'^~~sr 

Sp 

~«r 

St 

it-) 


2 

St 

Sp 

dr 


/ H 
\ St 

)■ 


AusgereohVet ergibt die Determinante folgendes Produkt : 
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-(f’A-fv/'<)*}=o 

Dieses Produkt ist Null, wenn einer der beklen Faktoreu aus dem 
es besteht, Null ist. 

Verschwindet der Faktor 

SO bedeutet das, dass eine der beiden Funktioneu f und (p nur wieder 
eine Funktioneu der andem ist, also bleibt die Differentialgleichung 

( efi, ^2{6A y 

als gesuchte Bedingung. 

Wir unterscheiden jetzt zwei Fragestellungen ; 

(I) Es sollen die Kreisen ^=0^, also die Geteilten, gegeben sein 
und gesucht werden die Kreisen f =Ci, welche die Teiler sind. 

Die Differenzialgleichung wird dann ; 

(it (it 

Das ist fiir (p eine partielle Difterenzialgleichung. 

Man behandelt sie nach der allgemeinen Methode, namlich durch 
Losung des Systems : 

(It ___ (It _ dip 

und sucht zwei intermediare Integrale ^=c, und ^=c., wobei tp die T 
von p=C2 ist, wie das aus der Auflosung folgt. 

Das allgemeine Integral ist dann 

Es liegt in der Natur der Aufgabe, dass man auf eine partielle Dif- 
erenzialgleichung kommen musste. 

Denn kann man sioh bei gegebenen eine beliebige Kreise als Anfangs- 
kreise fur die Teiler geben und kommt dann zur Teilerschar, indem man 
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von den Punkten dieser Anfangskreise aus auf den Kreisen ^=0 gleiche 
T abtragt. 

Alle Teilerscharen der Kreisen ^=0 sind dann in der Pormel ent- 
halten ; 

wo F das Zeichen fur eine noch beliebig zu wahlende Funktion ist. 
0=Y{^)=c 

ist dann die oben erwahnte willkiirlich zu wahlende Anfangskreise. 
Bestimmt man F(^}, dann erhftlt man die Kreise derselben Schar, indem 
man c variiert. 

Dass diese Kreise dann die Teiler der Kreise sind, kann man 

leicht auch folgendermassen einsehen ; man schreibt die Formel zunacht 

c=0 dann bekommt man, indem man auf ^=c immer T in f =:F(^) 
auftr^r, einen bestimmten Anfangskreis. 

Wahlt man nun o=d, dann wird auf demselben Kreise ^=c dasselbe 
F(^) abgetragen, immer aber vermehrt um dasselbe d, es ist also der 
zweite Kreis immer um dasselbe T(=d) von dem ersten entfemt. 

(11) Sind die Kreise f =c gegeben imd die zu diesen gehorigen 
geteilten Kreise gesucht, dann ergibt sich folgende Diffemzenzialgieichung : 

Man dividiert mit ^ und setzt 

dr _ _ 

<U A * 

Es ergibt sich dann 

Es gibt elne Diflbrenzialgleichung zweiten Grades, also erhalten wir den 
Satz : Von einem Punkte A der einen Teilerhreiee kann man ja do6h 
mmei^ rn.pwei SkJdimgen forteohreUen, sodaea T (=AJB) gleioh dem l\ssiAC) 

id. 
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Nimnit man fitatfc <p eino beliebige Funktion F(^), ho bleibt dan 
System der Teilorkioisen erhalten, die Kreiscn sind nur in anderer An- 
ordung. 

Alle Scharon dor Geteilten, zu denen <p=c die Teller sind, geniigen 
also der DifFerenzialgleichung : 

+((«A)-(F'(v’)fxy)(^y=o, 

wobei 

flip 

l)i<‘si»\*^liobigo b^iuktion F(f) entspricht der Tatsache, dass man T 
/wiscdien don Toilorn lieliebig wahlen darf. 

Es sollen jetzt alle Krcissysteme gesucht werdon, zu donon die Kroist‘ 
u = c Toiler sind. 

Sio sind <lnroh die Diflercnzialgleichung gogoben : 

( fiA ) + 2{ HA ) )( 'J[ )'=F( I ). 

Ks ist daun 

2T=i/F(<>/^ 

<lio (iloiohung dei T, also ist T nur oine Funktion von t. 

man die (iloichug nach auf, dann orhalt man : 

(It 

dr HA ) ^ / ¥(lf ( HAHHA ) - ( OA y 

,H {HA) y (W ((*Ay 

Wenu dor Fall, boi <lom die boiden Kreisonsjstemo in oinos 

zuRammeufallou, dann gibt es nur oin Kriessystem weun die 

Qnadratwurzel \*erBch\vindet, also 

(MO ’ 
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ist. Wenn aber 

(eA)(ere.)-(eAY 

iW 

nur von t abhangt, dann folgt daraus dafls die Differenzialgloichiing dor 
geteilten Kreisen ist ; 

dr _ (SA) 
dt 

Durch diese Diflferenzialgleichung sind aber die zu den Kreiso i=c 
orthogonal Trajektorien definiert. 

Nun wollen wir untersuchen den Fall^*^ 

( 6 A ~ 2 ( )‘^- 

Auf den Kurven ^=c schneiden dann die durch die DifTerenzial- 
gloichung 

( 6 A )</i - 2(6 + ( 6,0, f 

bestimmten Kurven f>=c gleiche T ab. 

Aus beiden Gleichungen folgt : 

( 3 ) -¥.</>.= ± 

Also ergibt sich hierbei den 

Satz : Sind dner ScJtar von Kreise mii ihren Teilem ^ = 

const, vermiUdn, dann wird eine Fl&cJieninhalt 

iH9i^x-V'z^t)dtdT 

in die Ebene : r), r) durch 

ii\± i/(W( 

dargestellt, 

Wenn {6f8,)^^0 in (2') ist, dann slnd Zagrange^Bchc Gleichungen 
wie foigendes 

(2) Vergl. Encyklopildie der Math. Wis'ienschaften lU; Leipzig (1902-1227) 8. 143. 
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( 4 ) 




wobei U (lie gosiichte unbekannte Funkion ist. 

ist oiner Potentialfunktion in Dynamik ahnlich. 
Wenu ^=0 ist, dann aus (4) folgen : 


(S) 


3IT 

Cip 

- 


Zili 


Aus (5) haben wir ; 


^-= 0 , 


alsu 


<=f- 

wu F eiue beliebige Fimktiou vuii ^ ist. 
Wenu cnler ist, danu fuJgi 

so aus (2') haben wir: 

(G) T=i?= + 2(^A)in''-* 

Aus (G) kanu man wissen class langs 


const. 


wo T eine Konstant ist. 
In (2'), wenn 

daun folgt 
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wobei TT einer Kraftfuuktion ahnlich ist, und h, k zwei Konstanteii 
betleuten ; 

Weun zwei T : 

2T, = ( + 2( )Jt + ( ),?, 

‘iT, = ( )/ + 2( ft A )Jr + ( ft A 

dieselbe Determinaute besitzen, die danu, weil die boiden Formeu deHuit 
sind, eiiieu posit iven Wert hat. Also 

wobei auf zwei krummen Flacheu gelegeuer (lebiete lasst sich, wonii 
«=const. und i^=const. zwei einauder auf beideu Flaclienstuckeii eut- 
sprechende Kurvenscharen smd/*‘ 

l>ann gibt es in jedem Punkte zwei sich zu zwei Kurvennetzen 

zusanimenschliessende Richtungen in deneii T,==T2 ist. 

Diese Richtungen ei^eben sich aus den Wurzeln der in (juad- 

(li 

ratischen Gleichung 

Sind U stets reell, die Detenninante D von U ist namlich negativ, wio 
sich in folgender W oise orgibt : 

- ( OA ),-( )..] - [f OA ),-( h? 

=mh{SA),-(OA)M{^AUW.-iWl] 

- [( OA ).( (fA ).- ( (fA hi (*A ). - ^»A UeA ).] 

Die beiden ereten Stunmadea sind gleich der Detenninante A* fi'dirt 
man in dem 3. GQied die aus der Detenninante A berechneten Ausdriicke 

(1) Vergl. ITakajiua, S; Diffeientialgeometrie der Kreisecbaren (VII): Teboku Mutb. 
Janm. VoL 32 (1980) p. 211. 
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ein : 


^ (#A). mu 


80 en;ibt Hich 


D-2A- /\- (</s )|_ ^ 

( “t“t jl 

DieHor letztx»n' Aundnick ist, da A IM.)sitiv ist und die beiden Quad- 
rate uicht gleichz.eitig vei*8chwinden, sicher iiegativ ; also ist 

1)^0. 


(34) Nuu werdeu r' uud (^A)' der Gleichiiug^' ^ 

( 1 ) ( <9.^/ )<lf' -b 2( )dUh -f ( )dr = ( ) \ dr- -f- dr'= ) 

geniasH bt'stiinmt. 

Die Klammergi-bsse auf der rechteu Seite kann uiau iu die beideu 
konjugiert-komplexen Faktoren dt'^uk' zerlegen. 

Rihrt inau eino solche Zerlegung auch auf der linken Seite aus, so 
ninimt die Gleichuiig (1) die Fonu au 

=- ( y{ di' + idr')( de'~ idr ' ) 
wobei T=r •/( )* ist. 

Ks sei / ein integrierender Faktor dos ersten der l)eiden Diflereiitialans 
driicke links, also 

(1) Nakajima, S: Di1fertintialgeouH:tri« tier Keitwchoron ^IV], Tdhoku Math. Joum. 
Vol.^32 (1930) p. 210. 
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?(v'We?)dt + i^^^^dT)=d{F+U), 


WO P iind Q Funktionen von t und r bedeuten. 

Die Bestiramnng von / aus der partiellen Diflferntialgleichuiig 

^(V(97«,-))= 

erfordert oie Losung der gewbhnlichen Diflferentialgleichuug 
(3) ^{6,e,)di+iM^^dT=^o. 

Hat man deren Integral auf iigend einem Woge gefunden und in 
die Form 


P 4" tQ)— c 

gesetzt^ so muss fiir 

bei passender Wahl von fi und die Beziehimg 

{fi + iv)(y (W)dt + ) = tiP + wci 

stattfinden. 

Mit ihr gleichzeitig gilt 

Durch Multiplikation beider Gleichungen ergibt sich eine Formel, die 
mit (2) identisch wird, wenn man 

e^P, r'=Q, (6,9,)'=.-^ 


setzt. 

Die Auffindung zweier Scharen von Linien^ fiir die 


(9,e.y={9,e,y, i9,e,y=o 

wird, ]i4iigt also ab vpa per lategiation der Oleichung (3) oder, was auf 
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dasselbe hinauR kommt^ der Differentialgleichung erster Ordnung und 
zweiten Grades 


( 4 ) ( efi, )de + 2( )dtdT + ( )dr*=o. 

Allerdings sind fx und v Funktionen von t und r, wahrend 
als Funktion von V und r' erklart ist. 

Wenn aber einmal die Integration von (3) oder (4) geleistet und 
dam it der funktionale Zusammenhang zwischen r und i\ r' ermittelt 

ist, so kann — ^ in eine Funktion von t' und t' uragesetzt werden. 

+ 

Angenommen besteht die Gleichung 


Die Grbsseii r, sind Funktionen der I^rs})riinglichen Koonlinaten 
I und r, also auch Funktionen von t' und t\ 


Setzt man 


dt 


-‘dr', 




dt 


dt' dr' 


so folgt aus (5) : 





^ . 3ri _3ii_=0 

dt' dr' df dr' 


Die letzte Gleichung ist das Ergebnis der Elimination von a aus 

0r, _ dtx ^ 

dt' W ^ dr' a dr' 


Wenlon diesi' Wcrte in die vorhergehende llelation eingesetzt, so 
ergibt sicli fur e— ±1 


dr' 


=ea 


dt^ 

di' 



dr\ 

~dr^ 
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Hrerans folgt woiter 

+ 3(rt --?<i) _ g ^^±}y±)_ 

8/ 8<' i dl' ’ 

(i.h. die Grosse 

geniigt als Funktion ^von t' und t' der liaearen part iol leu Differential - 

gleichung erster Ordnung 

dun . dw 
dt' ’ 

Hire allgeineine Losuag iwt 

w=fp{i'— dv') 

fiir f alfi willkurliche Fuuktiou. 

Hieraach rauHsen sich f, und r, auR 

( 6 ) 

durch Trennung des Keellen und Tmaginaren ergeben. 

Versteht man unter die zu konjugierto Funktion, 

d.h. diejenige, die aus ihr hervoi^eht wenn nbernll, auch in den etwa 
vorkommenden komplexen Konstanten, i mit — i vertauscht winl, ro kann 
man auch die Gleichung 

(7) 

hinzunehmen und r* aus (6) und (7) bestimmen. 

Dass umgekehrt, wenn in den Gleichungen 

+ iV, =^( <'+ iV), <1 — iV, (f — ir') 

Oder 

unter ^ eine beliebige Funktion verstanden wird, die Kurven <,=const., 
r(Xrconst« ein iaometrisches Netz bildeui ergibt sich unmittelbar. 

Dann man erh&lt 
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Oder, bei Hinzunahme von (1), die Minimallnien siud^’’ 

i^£^(c?<?+dTf)=0. 

ip'iP' 

(35) Man kann den folgenden Satz beweisen : j und jc* seien zwei 
konvexe Kreisflachen im R , deren Punkte eineindeutig durch iiarallele 
und gleichgericlitete Flachennormalen einander zugeordnet sind. 

Fur jede Wahl von gemelnsainen Flachenparametern t, r sein die 
ersteu Fundamentalgrbssen in zugeordneten Punkten einander gleich d.h. 

Dann sind die beiden Fliichen bis auf eine Translation miteinander 
identisch/®^ 

(36) Wir denkoii uus die Ki-eise des euklidischen R_, in bekannter 
Weise auf die Punkte des euklidischen R. abgebildet, indem wir der 
Kreis mit der (ilokhuug 

{ X— a)‘-H (r—6)-~r- 


den Punkt in it den Koordinaten a, 6, ±ir zuordncn. 

Den beiden Werten von ?r tragen wir dadurch Rechnung, dass wir 
die Kreis durch Angabe eiues Drehungssinnes auf ihrer Umgebung 
orientieren. 

Finer Kreis mit posit ivem Drehungssinn soil das positive, einer 
Kreis mit negativem Drehungssinne das negative Zeichen zugeordnet 
werden. 

Wir sagen kurz, die Punkte des Rj sind isotrop auf die orient ierten 
Kreise des Rj projiziert. 

Sollen sich zwei Kreise mit den Koordinaten (oj, r,), ^s) 

gleichsinnig benihren, so muss 

(1) (a,-a,)‘+(6,-6j)*=(r,-r.)* 

(!) Vgl. JL B. BiakchI’ L: Lesioni di Goometm indnitesimale, Pisa (1894) p. 69. 

(2) Vergl. Nakajima, S: i)ber die ersten FundamentalgrSssen bei EiOiichen; Japanese 
Journal of Mathematics, 4 (1927) p. 101 und Japanese Journal of Mathematics, 6 
(1929) p. 28. 
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sein, d.h. die beldea Bildpunkte im R, rniissen die Entfemung Null 
haben. 

Den Punkten einer Kurve des R., entsprechen oo’ Kreise des R^ 
deren Mittelpunkte auf einer Kurve liegen (Elreisreihe) ; sie werden im 
allgemeinen von einer Hullkurve umhiillt. 

Einer isotropen Goraden des Rj entsprechen nach Gleichung ( 1 ) oo' 
Kreise, die sich in einem Punkte beriihren/*^ 

Einer isotrpen Kurve des R 3 entsprechen 00 ’ Elreise, bei denen jede 
die benachbarte beriihrt, d.h. die Schmiegkreise einer Ebenekurve. 

Ln Besonderen kann men im letzten Falle setzen 

1 ' a=f>(s) 
h^h<p{8)'\‘q 

wobei a, h der Mittelpunkt des Kxeisesim R, und r sein Radius sind.^*^ 

(37) Es sei p(^) der Abstand des Drsprungs O von Stiitzgeraden 
der Eilinie E mit den Tangentenwinkel p ihr Kriimmungsradius, L 
ihr Umfang und I der Flacheninhalt, der von ihr berandet wird.^*^ 

Dann behaupte ich : 

Es ist sowohl 


( 1 ) 

als auch 


1 p j>(y) 

27cio f>{f) 




( 2 ) 


27r 



d. h. die Mittelwerte von ■?- und des reziproken Wertes ^ sind gleich- 

P . . ^ 

zeitig nicht kleiner und sogar i. A. grdsser als Eins, wie nachher folgt. 


(1) Vergl. Klein, F; Vorlesungen ttber li5lieie Geometrie. 3. Aufl., S. 248, [Springer, 
Berlin, 1926. 

(2) VergL Matsumura, 8: On Some differential equations. Journal of the society of 
tropical agriculture, 'VoL 4 (1082) p. 88w 

(3) Vergir JoBKAN, C et Fiedlbb, B: Contribution a £6tude des Courbes Con vexes 
femqiAeii et de certaines Courbes qui 8*y rattachent, Paris 1912, S. 7. 
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Nach der Ifloperimontrischen Ungleichung und nach derjenigeu von 
Schwarz ist uamlich 


4;rI^L*= ( pd^'j : 


( rppdf.r.Pdf^Qirpjf. 

J Jo Jo p Jo p 

V Jo Jo J9 Jo |> 


Man erkennt auch, class die Qleichheitazeiohen in (1) oderv (2) nur fiir 
Kreisc gultig eind, da nur fur diese in der isoperimetrischen Ungleichung 
das Gloichheitszeichen gultig ist. 

2. Die Unglcichungen (1) und (2) lassen sich folgendermassen 
verallgemeinern. 

Es sei ausser E eine zweite Eilinie gegeben, die wir als Eich- 
kurve einer relativen Kurventhoorie benutzen (Vergl. AV. Siiss, Zur 
relativen DifFerentialgeometrio I, Jap. Joum. of Math. IV, 1927). 

Ist r uamlich dor lielativ-Abstand der Stutzgeraden an E von O, P 
der llclativ-Kruramungsradius, der R-Bogon von E^,, so folgt analog zu 

Nr. I : ¥s ist 1S= J(?<r=21(i;)] 

(!') 

( 2 -) 

und hiorin gilt oin Gleichheitszeicheu claim und nur dann, wenn E und 
Ej einauder homothetisch siud. 

An Stelle der isoi)eriinetri8cheu Ungleichung in Nr. I ist nur die- 
jenige fiir den geraischten Flacheninhalt von E und zu setzen, die 
auf Britnn und Minkowski zuriickgeht. 

3. Zieht man die MiNKOWSKi’sche Ungleichdng fiir das Int^ral M 
der mittleren Elriimmung heran, nennt man O die Oberd^he, S die 
Somme der Hauptkrummungsradien, dw das Fl&cheuelement dee spharis- 
ohen Bildes, so erhalt man analog zu Nr. I : 
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-f-dw; 


es wild also 

( 3 ) 




und uierin ist jedes Gleichheitszeichen fur Xugeln charakteristisch. Audi 
diese Ungleichungen lassen sich analog zu Nr. 2 relativgeometrisch 
erweitem^ sie sind mit den Gleicliheitszeichen aber nur dann fur 
Homothetie von E und charakteristisch^ wenn wir Ecken bei E nnd 
ausachliessen. 

4. Die afBne Differentialgeometrie lasst sich als relative bezuglich 
des Affinkrummungsbildes ^ anfassen. 

Nun gilt bekanntlich die isoperimetrische Ungleschung 


fur den Aiiinumfang U von E; das Gleichheitszeichen gilt nur fur 
Ellipsen. 

Nach BBin^-MmKOWSKi ist andererseits 




sodass schliesslich aus beiden Ungleichungen folgt : 

( 4 ) 


wobei das Gleichheitszeichen wie in den vorstehenden Ungleichungen fhr 
ElUpMa' eJM^raktUristisch ist. 


lipM kaan (4) ao Musprechen : 

%: ij^jiier ^Um mm Emheiiskreia flAoliengldoJien Eibereiohen liejem 
da$ fHaadmum n des FldoJkenmliaUs fur Affinkritn^ 




nur 
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(38) Im folgenden soli der Satz^^^ I von Walsh mit BDilfe^*^ der 
pentasph&rischen Koordinaten bewiesen werden. 

Mit gleichen Zeichen wie bei Walsh kbnnen wir beweisen : 


_ { [(gC,)c,-z]-r(gC^K— 8l}{[(gC.)C,-8 ]— [(«)4)c,- 8]} 
{[(*c,)c,-*]-[(s«,)o,-*]>{[(a54)C4-2]-[(«!,)c,-a]> 


^ {(^1 )fi - ( zo,)ei) {f8 C,)c,- (1804)04} ^ (a,-a.)(a,-g,) 

{(20j)04-(so,)o}{(a54)o4-(s«,)o,} (aj-as)(a4-a,) 

((20,)o,-(2Cj)o.,, (aj— a,)) = (20.,)(o/tj), 

((20,)o,- (204)04, (a,-a,)) = (204)(04a4), 

((204)0,- (20, )o, (a,-a4)) = (204)(04a,), 

( (204)04- (20, )o„ (a,-a,)) = (2C4)(04a,), 


weil 

(a,O4)=0 fur/4:» 

(a/;»)4=0 furj=i sind w. z. b. w. 

]Mit gleichen Mcthoden kann man der Satz von Oguka^®^ und Badorfp 
beweisen/^^ 

Nachst, betrachten wir 

(1) f)(x, y, «)=con8t., 

dann bedeutet (1) zwei Systeme von Flacheo, wobei 

*=s‘> y=x" *=5™ 

(1) Wai^h, J. L: a theorem on cross-ratios in the geometry of inversion, Annals of 
Mathematics (1923) Vol. 23, p. 45. 

(2) i)ber kon forme Geometrie It, Abhandlungen aus dem Math. Seminar der Ilamburgis- 
chen Univereitat, IV (1925) S. 122, besonder (15), 

(3) Vergl. Nakajima, S. : Einige Prableme der Geometrie, TfikyO Bnturigakkd-Zassi 
Vol. 486 (1932) p. 219. 

(4) BadorfT, M.: Beitriige zur Geometrie des Kreises und der Kugel, Beilage zum Pro- 
gramm des Grosshcrzoglichcn. Gymnasiums in Baden (1876-77) 
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Aus (1) folgt 

(2 ) dy?==f?*dbc+ <pydy + f ,cfe=0. 

1st die PFAFP^sche Gleichung 

(3) Xda; + Ydy+Zd2?=r0, 

in der X, Y, Z Punktionen von x, z bedeuten, Itisst sich dann und 
nur dann auf die Form bringen 

(4) dip=0j 
wenn die Idensitat : 

(5) X(Y,-Z,) + Y(Z,^XO + Z(X,-Y.)^:0. 

(5) ist die Bedingung daftir dass (3) zwei Systerae von Flachen 
darstellen. 



THE ACTIVATION OF AIR BY THE ELECTRODELESS 
RING DISCHARGE 


(With 3 Plates and 10 Text- Figures) 

B. Abakathxt and K. Kimuba 

(Accepted for publication, Nov. 10, 1932) 

On studying experimentally the activation of nitrogen and oxygen 
we observed a series of interesting phenomena by employing, as pre- 
viously,'^^ a method of electrodeless ring discharge to a bulb of large 
diameter containing a quantity of residual air of relatively low pressure. 
Three distinctly different views of after-glow were observed, namely, a 
green after-glow, in the range of pressure between 1 and 0.07 mm. ; a sky 
blue after-glow, between 0 07 and 0.05 mm. : and, lastly, an orange after- 
glow, at a pressure lower than 0.05 mm. of mercury (Fig. 1). Of the 
experimental results, those which are mainly described in the present 


Fig. 1 

■I 



(1) B. Abakatsu, Y. Qta and K, Kimtra, Mem. of tbe Fac. of Sd. A Agr. Taiboku 
Imp. Univ., 5 : No. 1, (1932). 

B. Abakatsu and K. Kikura, Mem. of tbe Fac. of Sci. A Agr. Taiboku Imp. Univ., 
5 : No. 2, (1932). 

[Mem. of tbe Fac. of Soi. A Agr. Taiboku lipp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V. No. 
4, November, 1982.] 
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commoiiicatioii coacem the production of NO and its beautiful long- 
continued after-glow. 

At first the same apparatus and procedure which had been constructed 
and employed for the study of the phenomena of the electrodeless ring 
discharge through hydrogen^^’ was used for this purpose. No specially 
interesting thingi however;, was observed except that the aspect of the 
glowing column quite resembled the case of hj^drogen, being strongly 
afficted by the presence of the small quantity of hydrogen (probably as 
water vapour) in the discharge tube, provided that the air was introduced 
from one end of the tube without passing any eliminating devise. Since 
it was noticed afterwards that, by means of this method, the excitation 
of gases in such a narrow tube was too strong for the observation of some 
delicate molecular interactions there, the discharge tube was replaced by 
another one of larger dimensions. 

After a series of experiments, a large bulb of about 25cms in 
diameter was finally selected to be used. It was wound, as usual, with 

Fig. 2 



a thick aluminium wire in three to seven turns, through which the con- 
densed discharge was made by a spark gap corresponding to a potential 
difference of aboqt 100 EL V. (Fig. 2). 


(1) B. Arakatbu, Y. Oia and K Koixjbjl, Mem. of the Fac. of 8oi. 4 Agr. Taihoku 
Imp. Univ., St No. 1, (1982), 

Bi AmAXATSU and SI. Kdcuba, Mem. of the Fae. of ScL A Agr. TaOioko Imp. Uniy. 
S: No. 2, 1982. 
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L The Green Afterglow 


As long as the pressure of gas is higher than 2 mms. of Mercury, no 
glow is induced in the bulb by the condensed discharge through the 
« primary” coil, but it then begins abruptly to glow dull red along the 
inner wall of the bulb at the instance of the spark discharge. Mean- 
while, as the ** vacuum ” proceeds (at about 1 mm. of mercury), the 
glowing ring becomes broader and changes its colour to bluish-white along 
the outer rim and golden-green in the centre of the ^^ring” (Fig. 3) 
(PI. I). It is then followed by a strong (somewhat milky) green after- 
glow. 


The spectrum of this after-glow 
is a continuous one developed from 
yellow to the limit of visible violet. 
It remains visible about 30 seconds 



02 04 05 od ^0 


Fig. 3 

CoiL. 


or more after each of the 
ring discharges. The dura- 
tion of this glow varies 
for different pressures of 
the gas as is shown in 
Fig. 4. 

The visual intensity 
' Wj of the after-glow varies 


with the lapse of time in a manner as 
illustrated in Fig. 5. It follows closely the 
primary glow and remains at first with a 
relatively uniform brightness and then be- 
comes extinct fairly rapidly. The intensity of 
the after-glow is independent of the number 
and the rate of the discharge, but it seems 


Fig. 6 (a) 
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dependent only on the conditions of each of 
the single discharges. The glowing substance 
must thus be excited by a single discharge : 
it does not have to be accumulated }by frequent 
discharges. 

There are numberless descriptions of 
the afterglow of this colour in the ordinary 
active nitrogen discharge tube^^^ though it has 
not yet been satisfactorily investigated. It was considered by many writers 
that this after-glow is originated from Og or O 3 and NO. As far as the 
present writer’s experiments are concerned, this after-glow seems to be caused 
by the formation of Og from Og and O, which is produced by the primary 
discharge. It does not seem to be related to NO, since on one hand the 
same phenomena can be strongly observed in a bulb which is carefully 
filled with dry oxygen obtained by electolysis and on the other the after- 
glow due to NO, which is produced by the discharge, is, as is described 
in a later section, of quite a different tpye. Though the catalytic effects 
of foreign gases, which may be present as impurities, are naturally con- 
ceivable, the main things seem, thus, to be due to oxygen itself. 

It is interesting to note here that the after-glow propagates into the 
connecting tube (of about 5 cms. in diameter and 200 cms. in length) with 
a finite velocity. 

The velocity of the diffusion of this after-glow varies for the different 
amounts of pressure of the glowing gas. It takes about two seconds to 
reach the end of the connecting tube propagating 2 metres through gas 
of a pressure of about 0.2 mms. of mercury. If the discharges are made 

(1) Among them, the following is the Uteratare on air after-glow. 

E. P. Lewis, Ann. d. Fhys. 4 ; 2, 469 (1900). 

B. J. SiBuir, Pioc. Fhjv. Soc., 23 : 66 (1911). 

Q. Hebschebet, Zeits. f. Fh^ns., 46: 878 (1927). 

J. Kapiak, IW. Nat. Acad. Scienoee, 14 : 268 (1918). Phjv. Bev. 35 : 600 (1930) 
Among othen, Bayleig^’s world ate here noM. 

B. J. SisTiTr, Proc. Boy. Soe. Lond. 85 : 219 (1911) 86. pp. 66: 106, 262, 629; 
(1912) 87 : pp. 170, 802, 881 ; 88 : pp. 110, 689. (1918j. 

JL 3. SsBCTi and A. Ftnruw, Pmc. Boy. 8oo. 85 : 877 (1911); 86: 106 (1012). 

Laid Bayleigh, 182: 458 (1888). 


Fig. 5 (b) 
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about one or two per second the heads of the afber-glow advance in a 
series in the connecting tube. This phenomenon is probably due to the 
diffusion of the oxygen atom^ which is produced in the coiled part of the 
bulb, into the connecting tube combining into Oj with the which lies 
there, but not to the direct diffusion of the glowing substance, since it is 
the head which glows most intensely. If so, it may be a direct method 
of observing the diffusion, as well as the mean life, of the oxygen atom 
under low pressure. 


IL The Sky-Blue After-glow 


This green continuous after-glow can be observed down to a pressure 
of 0.07 mm. of Hg. but no farther. If we continue, however, to lower 
the pressure and to make the discharge at a proper rate, there appears 
then another very beautiful (somewhat milky) sky-blue after-glow of a 
relatively short life (of about 10 sec.). This blue after-glow can be 
observed for a narrow limited range of the pressure of the glowing gas, 
namely between 0.07 and 0.05 mm. of Hg. 

The characteristic feature of this after-glow is that its maximum 
intensity comes about 0.7 second after each of the << primary” glows of 
the discharge (Fig. 6). This is not due to the effect of fatigue on our 
visual sensation. We close our eyes waiting to hear the sound of the 
discharge when it occurs and then open our eyes to observe the after- 
glow. The visual intensity of this glow may be diagramatically shown 
as in Fig. 6. The blue after-glow can hardly be observed even when 
the ** vacuum ” first reaches the region 
above mentioned, unless the intermittent 
discharges are simultaneously continued 
from the stage of the green after-glow. 

This seems not only due to the limited 
range of pressures at which it appears 
but also probably to the fact that the 

glowing substance is produced by each of the excitations (at the instance 
of the << primary ” discharge or thereafter) and may integrate itself to the 


Fig. 6. 



V5 sec. 
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proper amount at which it can be detected glowing later. 

Since this after-glow is of very short life, it is fairly difficult to 
study it in detail, but it can surely be said that the appearance of this 
blue after-glow is closely related to the appearance of the following 
yellow after-glow, or the latter can only be strongly observed when the 
condition is favourable to the former/^^ 


in. The Yellow After-^low 


The blue after-glow no longer appears at a pressure lower than 
0.05 mm. while another beautiful one of mild orange colour, whose life 
is longer than 2 minutes, begins to appear from this pressure and is 
perceptible even at a pressure lower than 0.01mm. having the optimum 
pressure at 0.02 mm. of mercury. 

As is already stated this orange after-glow takes place intensely only 
when the intermittent primary discharges are continually made throughout 
the last stage of the green after-glow, (which is, independent of its 
history, strongly observed by a single discharge under the proper con- 
ditions). 

Unlike the green after-glow, the orange one, up to a limiting in- 
tensity, becomes integratingly stronger with the number of the inter- 
mittent (1 per 2 seconds) primary discharges. 

One can scarcely observe the diffusion of this glow into the con- 
necting tube, with a finite (visually measurable) speed but it glows (even 


Fig. 7 



in the far end of the tube) almost at once with 
the primary discharge. The sight of the glow- 
ing tube is very marvellous (PI. I), the orange 
column, 200 cm. long with a large bulb, stands 
glowing. The change of the visual intensity 
is about as illustmted in Fig. 7. It fades 
gradually with time, but not so abruptly as in 
the case of the green after-glow ; it has no 


(1) A$ If dsfcribed in ihe foUowing teotion^ Uuf blue after-g^ow nwst actually be doe to 
the ao-iadled ^Bnd of NO. 
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maximum aci in the case of the blue one. 

When the pressme reaches about 0.02 mm. (the optimum pressure) 
there appears one or two distinct nodes of intense afber-glow in a tube 
at a distance of about one-third of its whole length from the bulb neck. 
The node displaces itself a little with pressure^ but it lies in the same 
position for the same pressure. It looks as if some particles (which cause 
the after-glow) are ejected from the side of the bulb at the instance of 


Fig. 8 



the primary discharge. If we, after having excited the glow under good 
conditions, cut off all the electricity for this experiment, the above 
mentioned intense node spreads away sometimes rapidly and at other 
times relatively slowly over the whole space in the tube. 

We take it, then, as the accumulation of some positive (or negative) 
ions which are driven by the electrical field set up in the bulb part. 
But a positive ray of such long range in the order of this pressure is 
not acknowledged as existing, since we know that even the positive ray 
of hydrogen runs at most about 25 cms. in a similar condition^*^ and, 
moreover, the phenomena are quite independent of the angle of the 
orientation of the coil relative to the direction of the connecting tube. 
In order to test if the node is an accumulation of some ions, an electrical 
field was applied to it from the outside of the tube but it failed. Since 
it may be considered that a stream of electrons ejected from the bulb 
part arrive at this point, a horse shoe magnet was applied but it was 
not effective. The mere heating of the tube by a Bunsen burner has 
also no efibct. The inner surface of the glass tube was detected afterwards 
to have remarkably deteriorated in this part. 

(I) B. Araxatbu mud K. Kncuiu, Mem. of the Fee. of Sol & Agr., Thihokn Imp. Univ., 
5 : No. (1982). 


160 


B. ABAKATBU AKB K. imTOBA 


On the other hand; this afler-glow is sometimes very sensitive to some 
electrical agitations ; for example; the mere operation of making the 
electrical circuit charge up the condenser sometime causes the glow to be 
instantaneously extinguished. 

At any rate; the glowing substance itself does not seem to be an ion; 
but is influenced by an ion of some kind« It is to be remarked here 
that the molecules O 2 and NO, which exhibit the strong after-glow, are 
molecules which are easily possessed of a negative charge/^^ 

The compression of this glowing gas causes it to flash out with great 
brilliance and to decay more rapidly. This indicates that the glowing 
phenomena are not due to a monomolecular reaction, but are probably 
due to some polymolecular processes. If a small quantity of air be 
abruptly introduced into the glowing bulb, the glowing substance is 
pushed into the connecting tube running through and it becomes very 
brilliant for an instance at the far end of the tube and soon disappears. 

The observation of this glow with a small hand spectroscope made 
it clear that it was nothing but the ordinary ct-band of N 2 , namely, throe 
groups of diffuse lines of red, yellow and green respectively. It was then 
examined in order to take a photograph of the whole spectrum of this 
glow with a small quartz spectrograph. In order to avoid the entering 
of the light from the primary glow into the spectrograph, a revolving 
switch with a small sector was specially constructed and inserted in 


Fig. 9 



the primary of 
the transformer 



(Fig. 9). The 
speed of revolu- 
tion was so ad- 
justed that one 
or two sparks 


were made dur- 


ing the time the 


(1) IsHnro and B. Abaxatbu, Mem. of Ck>Uege of Soi., Kyoto Imp. Univ., 4 : No. 7, 
855 (1981). 
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arm of the sector contacts with the mercury cup, which is a terminal 
of the switch, and that the sector before the slit of the spectrograph be 
cleared in half a second or one, after the contact was broken. 

The spectrum thus taken is, as shown in PI. 11., the so-called third 
positive band of nitrogen (/•-band) which is now accepted by spectros- 
copists as really due to NO. This photograph is, as far as we know, 
the first one of the air glow published. As is seen on the plate, 
the visible part of the spectrum (the a-band), by which the after- 
glow was actually detected, is negligibly feeble compared with that of 
the ultra-violet region, (j'-band). (The /9-band is scarcely observed in this 
case.) It had to be a very brilliant after-glow if our visual sensation 
could perceive the light of this region. The spectrum emitted at the 
instance of the primary discharge is shown on the plate for comparision. 
The intense band excited in the primary discharge disappears whole! y in 
the after-glow. 

Each of the lines belonging to the after-glow is remarkably diffused 
compared with that of the primary one. This indicates that the con- 
ditions of emitting this spectrum are different for the two cases. The 
diffuse spectrum due to the after-glow is thus emitted either by a molecule 
that lies in a field of another molecule or by a molecule in motion with 
a relatively high speed, (which is probably imparted by the collision that 
causes this very after-glow.) The mercury line X 2536 is, on the other 
hand, sharply excited in the after-glow.^*^ 

Thus we see that the mild yellow colour of this afber-glow is the 
a-band of Nj while the main part of the glow is actually the y'-band 
whose spectiiun lies in the ultra violet region. The blue afber-glow which 
necessarily precedes the yellow one is now to be acknowledged as the 
/9-band.^*^ It is very curious that the y- and ^-bands should appear 
thus separately at different stages. It may perhaps be that the ^band 
was also actually emitted as the main one at the stage of the blue glow, 
as well as at that of the yellow one, and that the apparently different 
colour of the two after-glows comes, then, merely from the difference of 

(1) See J. Qkubo and H. Hamada, PhU. Mag. 1 ^ 372 (1028). 

(2) F. A. Jenkins, H. A. Bakton and K. 6 . Mullxken. Phys. Bev. 90: 154 (1027). 
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the subordinate weak (in comparison with the ultraviolet 7 «-band) after- 
glows of the a-(N,) and j9-(NO) bands respectively. Since, as is stated 
in the previous section, the stage of the blue after-glow is fairly difficult 
to observe in detail, one cannot discuss this subject farther unless more 
detailed experimental observations are made. 

The photometric curve of the band spectra of the yellow after- 
glow ” is shown in PI. III. Though the complicacy of the sensitivity of 
the photographic plate to light and the characteristics of the measuring 
instrument makes it difficult to be accurate a rough estimation of the 
relative intensity of each of the bands corresponding to the difi^rent vibra- 
tions is made by measuring the area of each of the peaks (Table I). 
As one sees in Fig. 10 the observed intensity distribution is in fairly 
good agreement with the value calculated by the Condon theory/^^ 

Fig 10. 



IV. Reflections (a) 

While the condensed discharge method was usually employed by most 
of the writers on active nitrogen and oxygen, the electrodeless ring dis- 
charge has been used by very few.^ 


(1) B. PoooKY and R. Schmid, ZS. f. Phys. 49 : 162 (1928). 

B. Pooomr and K Bcbmid, ZB. f. Phys. 64: 779 (1929). 

B. Schmid, ZS. f. Phys. 59 : 850 (19SQ). 

E. L. Hill and J. H. van Vleck, Phys. Bey. 82 : 250 (1928). 

J. H. Tan Vlbck, Phys. Bey, 33: 467 (1929). 

( 2 ) G. Hsbzbkbo, Ann. d. Phys. 84 : 558, 565 (1927) ZS. £. Phys. 48 : 878 (1928) 5 49 : 

512 (1928). 
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The phenomena of activation were generally observed, by these 
writers, for gases of relatively high pressure, namely, sometimes of cms, 
of mms, and others of some tenth mms^^^ of Hg. As is mentioned above, 
the phenomena observed by the present writers commence to take place 
at a pressure of 1 mm. and can be observed down to a pressure lower 
than 0.01 mm. of Hg. It is, thus, evident that the state of activation is 
not conditioned alone by the pressures of the gas imder operation, but it 
depends rather on the methods of excitation, the pressure has naturally 
an influence on it in each case respectively. 

The substance glowing green is suspected by the present writers to 
be the combining O 3 from and O, since we know on one side that a 
considerable amount of O 3 was detected in the glowing tube by many 
previous observers and on the other that the ozone gas is produced in 
oxygen gas a hundred percent if we decompose a molecule O 2 therein 
into 0+0 by proj)er quantum radiations (Warburg^s Experiment). 

Nevertheless, this glow is considered by some writers'^*^ to be an 
monomolecular reaction. This idea cannot, however, interpret in a 
simplified way, the decay curve of the visual intensity illustrated in Fig. 
5. The glowing substance should according to this view, obey some 
complicated law of reactions. The doubt of the direct influence of NO 
on the green after-glow (N 0 + 03 =N 02 + 0 j) is based, besides on the facts 
described in the previous section, on the fact that while the and y 
band after-glow due to NO become integratingly brilliant by the frequent 
application of discharges, the green after-glow is quite independent of it. 
A single discharge is always sufficient to make it glow at the maximum 
intensity. Had NO some direct relation to it, it would have increased 
integratedly to the maximum in its intensity with the number of dis- 
charges in a way similar to that in the case of the blue, as well as the 
yellow, after-glow, since the glowing substance is considered probably to 
be integratingly produced by the discharge in the latter cases. 

(1) L Kavlax, [Phys. Bey. 35 : 600 (1930)] has reported that 0.5 mm. has been found to 

be the best pressure for the production of the after-glow in air. 

(2) Maria Majewska, ZS. f. Phys. 60 : 372 (1928). 
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V. Reflection (b) 

The characteristic feature of the change of the visual intensity of the 
blue afterglow with the lapse of time after each of the primary discharges 
(Eig. 6) seems to be a standard type of phenomena of this kind. 

According to the conception of the present writers the glowing 
substance (or substances related to give rise to the glow) forms itself at 
this state. The primary discharge causes the molecules O 2 and N 2 to split 
up into their component atom^s O and N respectively, the metastable 
S 2 molecule may, also, be produced at once. Some of the atoms may 
stay in a metastable state, say N, and some others in their normal 
ground one. They recombine, then, into O., N^, No or NO, respec- 
tively, at the end of their life, which is naturally considered to be 
relatively long. The glowing process may take place by an inelastic 
collision between some of them. If one of the colliding substance be at 
least that one which is newly produced by the above mentioned processes, 
say NO, that collision process, which may naturally occur with the pro- 
bability proportional to the number of the substance, has once its 
maximum in frequency and then decays to the vanishing occurrence, 
giving rise to the glow curve illustrated in Fig. 6. 

Kaplan^*^ puts forward the conception that the ^ band appearing 
in the air after-glow in his experiment is the recombination spectrum of 
NO, since the energy necessary for the excitation of the ^// level from the 
the normal state of the molecule is 5.65 volts, while the energy of re- 
combination of NO is believed to be about 6.6 volts. If this is the case, 
the time required for the maximum visual intensity (0.7 sec.) is taken 
as the mean life of O and N, respectively, in this state. But this in- 
terpretation is fairly difficult for other complicated features appear in 
the present experiment 

It is here that we should turn our minds to the ideas of the numerous 
former investigators on the mechanism of the after-glow and the active 
nitrogen phenomena/*^ 

(1) J. Kaplak, Phys. Bev. 35 : 608 (1930). 

(2) O. Klein and 8« Bosbeland, ZS. f. Phys. 4 : 46 (1921 ). 

J. Feanok, ZS. t Phys. 9 : 259 (1922). 

M. N. Saba and K. K. Sub, Pkil. Mag. 48 : 421 (1924). 
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(a) According to the theory of the yellow after-glow proposed by 

Sponeb/^^ two normal nitrogen atoms collide in a triple collision with a 
normal nitrogen molecule resulting in the formation of one normal 
nitrogen molecule and one excited molecule. (Ex- 

cited). The glowing substance is known to be an excited molecule with 
about 11.5 volts energy. The dissociation energy of the Nj molecule was 
then believed by her to be 11.5 volts and the theory was acknowledged 
to be satisfactory. On this theory the chemical activity would, therefore, 
be attributed to the nitrogen atoms in their ground state. These con- 
ceptions were favoured by some writers and refuted by others with a 
number of experimental facts*'-\ However, since it has been shown that 
the dissociation energy of is about 9.0 volts^®^ and not 11.5 volts, as 
supposed by S 2 )oner, the theory is necessarily abandoned. 

(b) Cario and Kapian^^^ supposed that the 11.5 volt excited molecules 
of the yellow after-glow are produced by the interaction between a 
metastable nitrogen molecule in the SJ state (8 volts) and a metastable 
nitrogen atom^’^ in the 2P state (3.5 volts). The chemical activity of 
active nitrogen will according to this view, be due to the metastable 
atoms. Evidence of the presence of metastable atoms of nitrogen in the 
2P^ state in an active nitrogen tube was observed by Jackson and 
Bboadwav.^**’^ 

(c) Now, imdor the condition of soft excitation of the present ex- 
periment, as is also seen from the specti*um of the primary discharge 
(PI. n, a), a great number of the metastable molecules may easily be 

(1) II. Sponer, ZS. f. Phys. 34 : 622 (1925>. 

(2) See, for example K. F. Bonhoeffer and G. Kaminsky, ZS. f. PhysikaliBche Chemie 

127: 385 (1927). 

(3) B. Biroe, Nature 122 : 842 (1928). 

J. Kaplan, Proc. Nat. Acad., 15 : 226 ; T. Faraday soc., 25 : 713 (1929). 

L. A. Turner and E. W. SamjsON, Phys. Rev. 34 : 747 (1929). 

T. Tate and W. Lozier, Phys. Rev., 39 : 264 (1932). 

A. K. Datta, Nature, 129 : 870 (1932). 

T. a Sutton, Nature, 130: 132 (1932). 

(4) G. Cario and J. Kaplan, ZS. f. Phys., 58: 769 (1929). 

(6) K. T. OoBiPTON and J. C. Boyce, Phys. Rev. 33: 145 (1929). 

(6) L. C. Jackson and L. F. Broadray, Proa Roy. Soc. A, 127 : 678 (1930). 
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produced^ while the nitrogen in a atomic state (especially in a excited 
state) is considered to be produced in a relatively small quantity. The 
intensity of the yellow after>glow (a-4)and) in our experiment is solely 
conditioned by the number of the metastable atoms, which are in- 
tegratedly accumulated by the frequent discharges. This statement is 
quite adequate for the interpretation of the facts that the yellow glow is 
relatively feeble and that its intensity increases integratedly to reach a 
maximum with the number of the discharges. Cabio and Kaplan’s 
theory is, thus, very convenient in interpreting the phenomena of the 
present experiment. 

(d) What, then, has this theory to do with the NO (j9 and f) bands. 
As is mentioned in the previous section, the ^ band was interpreted by 
Kaplan as the recombination spectrum of NO. Since our observation is 
not yet as completely done with the ^ band as it is with the y one, we 
may avoid a discussion on the former here. The fact that the y (third 
positive) band due to NO appears in the present experiment at the stage 
of the yellow after-glow” with a strikingly greater intensity than the 
a band simultaneously observed, shows us, however, that the following 
interpretation is more favourable than the recombination theory which 
might be proposed for the origin of the y-band. 

As is described in the previous section, the normal NO molecules 
are first produced by the discharge. Some of them collide, then, with a 
metastable molecule (Nj) in the ZS state (8 volts) with the resultant 
formation of a nitrogen molecule in the ground level and an excited NO 
molecule in the A (JS) state (5.6 volts) of the relatively higher vibrational 
state, which glows, at once, by settling itself in the normal state (X) 
(^77). The excess energy is imparted at the same time to the molecules 
as the form of their kinetic eneigy which disturbs the sharpness of the 
spectrum. This interpretation seems to be plausible. Indeed, in spite of 
the feeble intensity of the a~band, the y-one is strikingly strong because 
th^number of the N metastable atoms may be accounted very small 
Compaq with that of NO molecules and metastable molecules. 

The^ interpretations are also in good agreement with those done in 
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the previous section for the characteristic feature of the blue after-glow, 
and with that for the aspects of the yellow after-glow. 

The activity of active nitrogen will bb due, according to this view, 
to both the metastable atoms as well as to the metastable molecules. 

The writers are greatly indebted to Professor M. Kimura and Dr. 
U0Hn>A of the Department of Physics at Kyftto Imperial University for 
permission to use the micro-photometer, also for the interest shown and 
the help afforded by them during the measurements. 
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THE ELECTRODELESS RING DISCHARGE THROUGH 
POTASSIUM VAPOUR 


(With 1 Plate and 1 Text-Figure) 

B. Arakatsu and Y. Uemura 

(Accepted for publication, Nov. 10, 1032) 

One of the present writers has'*^ previously rei»orted on the peculiar 
phenomena of the electrodeless ring discharge through hydrogen in a long 
tube and also on the recombination spectrum of hydrogen atoms. The 
long, glowing column extending about 50 cms, especially the one developed 
out.side the coiled part, has been considered to be due to the positive 
rays of the neutralising hydrogen atoms expelled from the coiled part, but 
not to the excitation by the bombardment of swift electrons on the 
hydrogen molecule there, nor to the direct excitation by the rapid varia- 
tion of the stray magnetic field due to the primary discharge. 

Now the present experiment was, at first, commenced with the aim 
of observing the continuous spectrum at the series limit ” of the arc 
linos of potassium vapour. Though it quite failed for this purpose, an 
unexpected and interesting result was obtained which supports not only 
our previoiLS iaterj)retation8 of the phenomena mentioned above but also 
our idea on the mechanism of the recombination of an electron with a 
proton given at that time. 

A pyrex glass tube of about 3 cms in diameter was sealed at one 
end. Tlio potassium was vapourised in the tube by an electric furnace 
of about 300 "C. (Text-Fig. 1). The electrodeless ring discharge was 

(1) B. Arakatm’ and K. Kimvra, 5: No. 2. of the Memoirs of the Fac. of Sci. and 

Agr. Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan. 

B. ABAK.\T>r, Y. OrA and K. Kimura. 5 : No. 1. of the same Memoirs. 

[Mem. of the Fac. of Sci. & Agr. Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. 5: No. 
4 Novemlair, 1932.] 



160 


B. ARAKATSU AND Y. UEMURA 


made through the metal vapour in the usual way. The density of the 
metal vapour was adjusted by controlling the temperature of the furnace 
To fumf glowing column of potassium was well ex- 
it tended about 7 cms. outside the primary coil. The 

J colour of the glowing column was blue violet, some- 

what dark. The mdal was deposited on the inner wall 
of the tube near the end of the glowing column. 

The S 2 )ectrum of the glow was taken with a 
small quartz spectrograph from the side of the tube. 

Contrary to our expectation, no trace of 
■ ■-I metal was observed on 

\ ' the T)late8 of the si)ectrogra})hs taken in 

I various parts of the column outside the primary 

j course no continuous spectrum was 

J 1 A^be^tos. developed from the series limit, while intense 

|_ spark lines were solely observe<l. 

yoo'c^ This fact is very interesting if we 

LB-J PotA55LuwL. consider the process of the development of 

the glowing column extending outside the })rimary 
/ \ coil. If the swift electrons from the coiled 2 )ai*t were 

J ^ the direct cause of the phenomena, it would necessarily 

hapj)en that the arc line of the metal be emitted. It 
IS evident that there is no neutralising process taking place in the glow- 
ing column 7 cm. long and no condition for emitting its arc S 2 )ectrum. 

The neutralisation of the potassium ions probably takes jdace only 
on condensing to the solid state on the wall of the tube. 

These facts confirm our opinions on the process of the development 


’~Adhc^to5. 


ahovt. 

300 'c. 


I BecCtU 


•of the glowing col umn— that it is nothing but the positive ions of atoms 
expelled from the coiled part by the electrostatic field set up between 
the ends of the coil at the instant of the excitations of the ring discharge. 

Mfdreov^ as one of the present writers has also previously concluded 
on the mechanism of the recombination of an electron with a proton, 
the neutralisation of the potassium ions seems thus also very difficult 
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unless the ions are not free from the disturbance of the field due to the 
neighbouring atoms or molecules, which causes the establishment of the 
continuous region in the neutralising atom. 

Since, in the case of the present experiment, the pressure due to 
impurities seems to be negligibly small (no trace of hydrogen was even 
observed) and the intra-atomic complications take place merely among 
the potassium atoms themelves, one may think of the lack of the elec- 
trons necessary to recombine with the positive ions. It is, however, 
much preferable to conclude that the ions are in this case fairly free 
from the influences of other ones and can not constitute in themselves 
the continuous region, which is necessary for inducing the resonance 
beat of the ions with the coming electrons with an arbitrary amount of 
kinetic energy which results in the production of the atoms in the 
neutralising states that give rise to the arc spectrum, accompanied by 
the continuous one at the series limit The ions are able to catch 
the electrons easily at the wall or on the surface of the metal, adhering 
to it and constituting a paii; of the liquid or solid substances there, 
since these have a Avide range of the continuous region in themselves. 
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ON THE ANOMALOUS ABSORPTION OF /-RAYS. 

(The Possibility of the Quantum Jump of the 
Rest-mass of an Electron.) 


By 


Auakatst' 


AccoptiMl for publication l^cceinlH^r 


The iuveKtigatioiih of Taiiii^vnt, C'hao, Meitneb and IIupfeld, aud 
of dACoRSEK” ou the validity of the ‘‘ Kleis-Nisuina fonimla in the 
cane of the Hl)Sorj)tioii of hard ;'-rays iu various matters, show that, wliile 
the absorptioii-coetfieients of the lij;hter elements lit well witli tlie formula, 
thosc‘ for the heavier elements an* much greater than those jiredicted 
by it, aud tlie additional al)S)ri>tion increases fairly rapidly with the 
charge number^’. 

No satisfactory tlu^ory is given at present at all. But the conceptions 
of most of the authors agree in accejding its origin as to l)e ascribed to 
the nuclei. Beck, as well as (Iamow*^^ failed in interj)reting this anomaly 
by assuming that the active j)articlcs are «-paticles in nuclei and that 
the methods of wave mechanics are applicable to the nuclear contigura- 
tion as in the case of the outer electrons. 

Bramei^ey^^ has recently pointed out that a linear relation exists 
between the experimental values of the additional absorption ])er atom 
aud the number of << loose electrons (NJ in the nuclei : namely, 

/^A-<^ACK.K) =1-89 X lO-^Ns. 

whereas the theoretical formula deduced by him gives 


[Mem. of the Fuc. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Formosa Japan, Vol. V. No. o, Decem- 
ber, 19^2.] 
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8;r c* -yj 

3- 

=6.63xlO-'2m 

In their latest investigations, Gray and Tarrant^^ have discovered 
the characteristic fluorescent radiations containing two diflerent com- 
ponents of the energy which correspond to about 0.5 and 1.0 million 
electron-volts respectively. In all of the elements on which they ex- 
perimented (Pb. Sn. Fe and 0), these secondary radiations are generally 
excited independently of the quantum energy of the primary radiation, 
as long as these elements are irradiated by the 7-rays presumably harder 
than that of the 1.8 million electron volts.* 

Now, in the present communication, the writer gives a short descrip- 
tion of his attempt to deduce the formula of the additional absorption, 
taking an entirely new stand. 


Kg. 1.) 



* Ifere, it w to )be noticed that the energy c »rrcsponding to half million volt Ih just about 
the energy <^f the “ rest-inasti of an electron nio, for 
lO* Electron Volt» « l.f>9 x 10-” erg 
111 C-’ 0 814 X lO-*? erg. 


and 
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If the experimental values* of the additional absorpition coefficient 
per atom are plotted against the cube of the charge nunber, they fall, 
as is shown in the annexed figure (Fig. 1), nearly on a straight line 
which is expressed by 

It seems, then, to the present writer very probable that the active 
particles in this case are outer electrons of the atom. 

Imagine that an electron is a wave mechanical configuration system 
of something like a two dimensional oscillator, and that the energy of 
the electron m C‘ is nothing but the very ooergy of oscillation correspond- 
ing to the ground quantum state, thus m(J-==h .^ , where v is the charac- 
teristic frequency of this oscillater. 

This oscil later-electron or a system of these oscillater-electrons is 
taken to be then quantumly excited by some s[>ecial causes to one of 
the states corresponding to various oscillations which carries the 
energy (n+1) Ai/ or (n-fl) mCr 

Wc assume that the phenomena of the anomalous ab8oq)tion of 
hard y'-rays and the phenomena of the fluorescent radiations of Ciray and 
Tarrant's experiment"’^ are due to the quantum jump of the energy of 
such an oscil later-electron or a system of these osci Hater-electrons, and 
moreover that such a system is constituted by that jmi-t of the ‘‘outer 
electrons " of the atom which surrounds the nucleus in a radial distance 

(r) smaller than the half wave length of the wave due to the chara- 
cteristic oscillation of an oscillater-electrou, thus 

/I == =-JL_^2.42 X 10-‘»cm. 

mC 

Then the absorption coefficient per atom due to this piY>cess of the 
outer electrons is given by the expression, 

^ J;r T 

^ACe.o) .3-01 J 

The experimental values are taken from the Table V. of G. T. P. Terkant’s work. Proc. 

Roy. Boo., A. 136, 233 (1932). 
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where v is the frequency of the primary radiation and (E„— E^), are, by 
neglecting the change of the energy of the ordinary quantum states, put 
into n/*v^ under the condition n/iy /tv. The matrix elements | 1 5 

are calculated out by assuming that the effective number of the acting 
oscillater-electrous for the excitation from o'* to n'* oscillation is the 

number of the outer electrons contained in the sphere of radius - around 

Jd 


the nucleous, so that \a^\^8 are given by the expression, 

An 

7iV 


Oon r 


and so, the order of the summation and the square in the above foniiula 
being presumably changed,§l we may write it down at ease in the form 

in which X„ means the wave length of the radiation corresponding to the 
n'* liarmonics of the primary oscillation of the oscillater-eloctron, i. e., 

, and iO/yN is the electron density of the outer electrons 

n nmfi 

of the atom at the point r from the centre. 

Now, according to Thomas and is given for the heavier 

elements by the expression 


where 


p,r,=azi -\ Ab- r. zh 

f) q 

2^7m^e' 
as 2 — , 

3A* 


13 4 

2 ^ 

3^ A" 

and the function is the solution of the differential equation 

$ This means that each of the quantum perturbations takes place independently for various 
osculations, L e., the addional wave function w±(») in each of the perturbed systems 

OMy be expieaMd by the tingle term-|-F. • 
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dr f ^ 

7T 

with the boundary conditions 

<p(p)=\, 




By using this value, we have 


Arrr-. (lr=^47ra ^^(b. r. Z^) dr 


CbZ ^, 

A 


2 ip^ (f) (iz 


in which the variable is changed from r into c=A r. Z^. 

Since the numerical value of 6. Z^. is the order of 0.1-0.01, 

2 

under the integral takes n value between 1 and, at least, 0.9,’'^ and hence, 
by taking the mean ^-alue, 

O 3 3 , J \3 

T — - /.i yi ft \( W 




and ^„=- 


Thus we have for the final expression 


I i>i5 ,fi a 1 


m’ C 3^ e 


„ _8,t e‘ »'nr/ Iri^ 

3 m'C 3^e/f ZjLV(E,-EJ--AV/ n* J 

•- 6.0.5xl0-’“Z y|f( 

ZJLV^wAvJ-/iV / n’ J 


If we take the sum up to n=4 by i)utting 
hv =4.21 X 10“® erg, 
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and Avo=0.814 x 10"® erg, 


we see the theoretical value approaches satisfactorily to the experimental 
value mentioned above i. e. to 6.76 x 10"®® Z*. 

For an infinitely hard radiation we should have, then, the absorp- 
tion coefficient per atom which is greater than that predicted by K!lein- 
Nishina formula by the amount 


8;r c* 


2“ jr' i' 


3 TO® C 3^ e /»•’ 
6.07xl0-“Z». 


'£*{! + ■ 


2 ' 


ir+-) 
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BeitrSge zur Geometrie der Kreise und Kugeln (II) 


S6ji Matsumura 

(Accepted for publication^ December 10, 1932) 

( 1 ) Wir nehmen auf einer Kugel 5 drei Punkte 
E«[a=I, II, m] 

im Ii{ und auf einer weiteren Kugel j ebenfalls drei Punkte 5* an, so 

fribt es genau vier MoBiustransfomiationen des Kaumes, die die Figm- 
** 

{jjc®} in die Figur {55*} iiberfuhren. 

AVir konnen zunachst duroh eine Ahnlichkeit 5 iu 5 uberfiihren, dann 
gelien dabei die in drei Punkten auf j uber. 

Danu kann man auf zwei verschiedene AVeisen durch eine Kreis- 

* _ * 

verwandt^chaft auf 5 die y® in die j® iiberfuhreu. 

Zu jeder solcbeu Kreisverwandtschaft haben wir dann nach dem 
ebon ausgefiihrten noch zwei zugehbrige Transformationen des Eaumes. 
Diese vier Abbildungen sind nun auch die cinzig moglichen. Denn 

ie * 

die Figur 5®} kann, wenii man die Identitat mitrechnet, nur durch 
vier Transformationen iu sich ubergefiihrt werden. 

* 

Zunachst gibt es zu cl^r Identitat auf der Kugel 5 zwei Kreis- 
verwandtschaften, einiual die Identitat des Kaumes, dann die Inversion 
an 5, die alio Punkte von 5 in Ruhe lasst. 

Dann gibt es die Inversion auf j, die den Kreis durch die Punkte 

sK 

j® auf 5 punktweise in lluhe lasst, imd zu dieser gibt es zwei Trans- 
formationen im Ilaum, von den on man wieder die eine aus der andern 

* 

erhftlt, indem man noch die Inversion an j ausfiihrt. 

[Mem. of tbe Foe. of Sci. and Agr., Tiuhoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, 6, 
January, 1933.] 
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Da die Figur {jj*} ron lO Bestimmungsstiicken abhftngt, ist unsere 
Gruppe der Abbildungen von Mobius im Kaum 10-gliedrig. 

(2) Es seien zwei Kreise St, St im Rj gegeben. 

Ist 

eine normierte Kngel im B, durcb St, so setzen wir 

AA A A . . 

( 1 ) 

ein. 

Dann muss 

( 2 ) cos"<p=T^^p^p^ 

sein, wobei ^ den Winkel zwischen und ^ bedeutet. 

Nun setzen wir 


dann folgt; 

(4) U-A^=(T'*-^A’')/,J+2(T‘^-lA’“)p,p,+(T---iA“H, 

d. h. 

(6) cosV->l=(T''-IA")pf + 2(T'»-IA’>,p,+ (jo“-IA-“K, 

Die Diskriminante von (4) ist 


( 6 ) 


d. h. 


T"-1A" T"'-AA.” 


T'*-AA« 


T“->IA« 


» 


( 7 ) [T"!?**- (T'*)*]->l[T"A»+T«A”- 2T“A«] 

+;i*[A"A«-(A’*)*]. 


ITnn betambten wir 


(1) Kocajhca., 8. ; Bifferentialgeometris der Kreiucluuen, (XIU), Tebolni Math. Joom., 
Vot 86 (1082) p. 110. 
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(3') 

dana folgt damns 

(7') [T"T“- (T'*f] ->l[T"A’*+T''A"- 

+ ;i’[A"A“-(A«f]. 

Bildet man aus den Wurzelpaaren /l„ und J„ die Gleichungen 
/ [-tmt--- ( T‘" )-] - A[T"A'* + T'"A" - 2T‘*A’*] 

+ A'*[A"A®-(A’*)*]=0, 

( 8 ) _ , . _ . _ . 

+ 

+ A’[A"A"^-(A^^)^]=0, 

dana iflt die Bedingung dafiir, daws die harmonische Trennung der beiden 
Elementenpaare vorhanden ifit, 

( 9 ) [T”T^ - ( T‘^ )^][A“ A« - ( A^^ y] + [ A^ A^' ( A'- y^ x 

X lT^T--iT-y']-2lT^A^‘^ X 

X LT‘'A‘=‘>T‘-A”-2T‘”A=]=:0. 

Die linke Seite dieser Gleichung mag daher als die harmonische 
Simultaninvariante 6 bezeichnet werden, und es folgt daher der 

Satz 1 : Die Bedingung fiir die hannonische Trennung der beiden 
Wertepaare von cos <f und cos f ist mit (0) gegebon. 

Wie oben kann man auch folgende Satze erhalten : 

Satz 2: Dio Bedingung 

ist, dass die Gleichungen (9) eino gemeinsame SV'urzel haben, wobei 

4= [T“T^~ (T*=)"] [A^A“- ( A=)2] 

[^T”T‘‘+T‘^A'’ 2T'‘A^*]® 

und 

4= [T"T“-(f **)*] [A'A®- ( A2)*] 


sind. 
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Satz 3 : Das Doppelverhaltnis zweier Wertepaare von cos tp und 
cos if JSt 

e - e + 2 ^ J, J, 

6 + 2y/^XX^ " ^-2/ J, 4 ’ 

driickt also die Funktion der Invarianten aus. 

(3) Nun betrachen wir 

( 1 ) 

(2) co8V=P./<|,T«i* 

wieder/'^ so kommt man zu einem System von linearen und homogenen 
Gleichungen ; 

(3) (T*t‘~cosV-A«‘'' ‘/>.;r>p=0. 

Folgende Gloichung^'^ stellt den Extremwort von cosy dar : 

( 4 ) ( T® P — cos^f tA® = 0. 

Damit eine trivialo NulJlosung fiir die verschiedenen Losungen dieser 
Gleichung existiert, muss die Determinante der Koeffizienten verschwinden ; 
es folgt daher : 

( 5 ) I T®!* — cos’Y'A®^ I =0. 

Aus (4) folgt^®^ 

(6) ^■~A,pT®«'^ + T/A=0, 

d. h. 

(7) 6>^-2H.6>+K=0. 

wobei 6= cos <p ist. 

Es gilt somit 

(1) Matsumuba, S. ; Biflerentialgeometrie der Kreisschoren (XIV), Tdhoku Math. Joum., 
Vol. 86 (1982) *p. 123. 

(2) XiEVi-Oi VITA. : Der absolute Ditferentialkalkiil, Berlin (1928) S. 114. 

(3j IsA^suiAi S.: Diderentialgeometrie der Krewscharen (I), Tdhoku Math. Joum., VoL 
31 (1929), p. 30. 
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fcos ^, + cos ^ 2 = 2 H, 

( 8 ) 

I COB ^i-COS 

wobei und ^2 Maximum- und Miaimumwert von ^ bedeuten. 

Nun wollen wir und ^2 Hauptwinkel zwischen Kreis und 

Kugel bezeichnen, dann gelton fiir die Hauptwinkel die Bedingungen 

r (T*!* -co8Y,.A«'y '>=0, 

( 9 ) 

( ( — cosYi'A*'* )f/^^=: 0 , 

Au 8 ( 9 ) erhalten wir : 

( 10 ) ( cos V 2 - cosV, ) A« VJy2>=0. 

1st 

(11) COSYa-^COS Yi) 
dann folgt 

( 12 ) a*y;v?^-o. 

(12) ist die Bedingung fiir das Senkrechtscbneiden zweier Kugein 

wol)ei t) beule Ktijjelii sind/''* 

Also folgt : 

(13) T‘y.‘V/=>=coBfy,.A*-V.' />'r’=0. 

Betrachtcn wir (9)„ so folgt 

(T'V,'^=cos 6,A'Y:\ 

(14) ] 

(T’Vi”=cos'«,A V”'. 

Aus (14) folgt 

( 15 ) A^ ^’VV>== Ayj^‘ ; 

d. h. erfulit die Gleichung 

(16) eTeA««T>V=0. 


(4) NakajIMA, S. : Differentiate sonictrie der Kreisscliaren (It), Tfihoku Math. Joum. 
Vbl. 31 p. 44. 
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Auf ahnliche Weise kann man verstahen, dass auch (16) 
erfullen muss. 

Setzen wir nun 

(17) 

dann erhalten wir aus (16) 

(18) = 

welches die Gleichung fur die Hauptwinkel ist. 

cos^ ist eine Losung der sog. charakteristischen Gleichung. 


(4) Die Bedingung dafdr, dass die beiden Richtungen 
(dixy dzx) und (d^j, dv^ 
aufeinander senkrecht stehen, ist also 

( 1 ) d^iC?<2+ (d<d^) (d<,dr2+ d<2dr,)+ (d^d^) dr,dr2=0. 
Betrachten wir 

(2) A d<^+2Bd<dr+Cdr^=0, 

wobei A, B, C zuntlchst drei Konstanten sein sollen, so sind entspre- 

dt 

chend den beiden Wurzeln fiir — von (2), die wir als recll und von 

dr 

einander verschieden voraussetzen, zwei Fortschreitungsrichtungen im 
Punkt P detiniert. 

Wenn diese aufeinander senkrecht stehen, dann muss 


( 3 ) 


m) 


dt, 

dr, 


dtj 

dr* 


+(»A) 


f dt, 

V dr. 


i)+(»A)-o 


sein. 


Nun ist, wenn 


A =4= 0 


ist^ 

dty dtj 2B 

dr, dr* A ^ “^r, dr* A * 
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und darum nach der vorheigehenden Gleichung 
(4) (e,e,) c-2 (d//,) B+(0A) 

eine Gleichung, die, wie man leicht zeigen kann, auch fiir 

A = 0 


gilt. 

Die linke Seite von (4) 

nennt man die Simultaninvariante der quadratischen Differentialformen 

(5) i 

( Ad<^+2Bd<Jr+Cdr=0. 

Man bekommt so den Satz. 

Satz 1 : Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dass 
die bsiden dutch (2) definierten Fortschreitungsrichtungen orthogonal 
Bind, ist, dass die Simultaninvariante (4) der beiden quadratischen Formen 
(5) verschwindet. 

Dutch die Differentialgleichung 


dt 

dT 


=0 (b 




ist ein Kurvensystem auf der Fl^he bestimmt. 

Wie erhalt man nun die Orthogonaltrajektorien ? 
Wenn man 


d^ 

dr, 

durch 


0 (U T) 

dr* 


und 
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(lurch 

JL 

dv 

in (3) ersetzt, so erhalt man fiir die orthogonalen Kurven die Diflferen- 
tialgloichung 

{e,e,) 0 -|-+(#A) (0+^)+(MO=O- 

1st <p der Winkel, den die Fortschreitungsrichtung 

di 

dz 


mit der Richtung 

T= const. (d^=0) 
bildet; so erhalt man 


tanY 


{6,6,) /Jt V 
(6,6,) \ dt /• 


Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in dem 
Satz 2: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir^ dass 
Parameterkurren Minimallinien sind, ist^ dass die Gleichungen 


(^ A )= 0 , { 6 , 6,):=^0 

fiir alle Wertepaare i, r identisch erfiillt sind. 

Zunachst haben wir den 

Satz 3 : Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dass 
die Parameterkurven isometrische Linien sind, ist, dass fiir alle AVertepa- 
are 


t} T 


die Gleichungen 

m) 1 m 

iw m ’ 

(0A)^o 


bestehen. 
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Sind ausserdem t und r thermische Parameter, so ist 

Bezeichnet man to als den Winkel, den der kleinste Abstand 
dp 
des 

(<> r) 

vom 

{t-\-dij r+dr) 

mit dem kiirzesten Abstand im ersten Grenzpunkt (dr=0) bildet, so hat 
man 

c„s'«,= , 

{6^6^) dr^ 

Sin*«J=: \ t 'ey 

{efi,)dv+{e^e^)dT^ 

(5) Satz 1 : Steht eiu Kreis aiif zwei Kreisen S' und 8" senkre- 
cht, so steht er auch auf alien Kreisen des Biischels 

S'— S" 

senkrecht, wobei /> der Parameter ist. 

Diesen Satz findet man im Ki^iN^schen Buch.^*^ 

Hier mogen wir ihu aber nach anderer einfacher Methode bevveisen. 
Ist f senkrecht zu S' und S" dann folgt 

S S' =0, 

s S"=0; 

also folgt 

S (S'-p S'0=O, w.z.b. w.. 

Satz 2 : Stehen zwei Kreise im Rj aufeinander senkrecht und 
beriihren sich dann miissen f und ly zwei Punkto sein. 


Klein, F: Vorlesungen ilber h5here Geometric, dritte Audage, Berlin (1926), S. 41. 
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Beweis ; Aus unseren Voraussetzungen folgen : 


(1) (^v)=o, 

(2) mvy)-(^vr=o, 

also muss 

und = 0 

sein, w. z. b. w.. 

Es seien zwei Kreiso g und ^ im gegeben. 
Jeder Kreis des Biischels hat die Gestalt 


(1) g-f^ 

Wenn (1) Punkte bezeichnen, dann folgt : 

(2) (p.+^ 5+-J i))=0, 

d. h. (SS)+2 to) -J+ ^*=0. 

Wenn fiir jeden Wert von ^ (2) besteht, dann miissen 

! (es)=o, 

to)=o. 

(9»?)=o 

sein. 

Also miissen g und ^ zwei Punkte sein. 

Man kann mit 


S=ai ai + «2 

zwei Punkte im Rg bezeichnen, 
Wenn 

! (Oi o)=0, 

(a. a)=0, 
(o, o)=0 


B2+®8 Cls 

wobei Ui drei Kugeln im R3 darstellen. 


sind, so folgen 
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Os=a, (ai aO+oj (fli aj)+«s (oi ai)> 

(6) 0=a, (as OiJ+«j (02 at)+<h (at Oj), 

0=«i (a» ai)+as (a, as)+a3 (Os a,)- 
Da diese Gleichungen nebeneinander beatoben musseo, so iat in der 
Tat 

(a, a,) (a, a*) (dt aj 

(6) A= =0. 

(a, Oi) (a, a*) (o., a,) 

(6) iet unsere Bedingung. 

( 6 ) Man kann^’’ auch die Theorie der Kreise und Kugeln auf die 
Theorie des Korrelationskocfizienten anwenden. 

(7) Sind zwei Kugeln j und q auf eine Hilfskugel j, die 5 und ^ 
gleichsinnig beriiht, gerichtet, so besteht der Kosinnswinkel 

cos f’=*=(j:9)(t)i)(5E). 

Es gilt folgender Satz iiber die Vorzeicheninvariante 
e=sgn (e’‘e”)(s*’x'")(j™e') 

dreier Kugeln j®. 

Ea ist z. B. e=— 1, wenn die drei Kugeln sich durch stetige Aban- 
derungen im Mi)BiU8'scben Baume auf Punkte zusammenziehen lassen, 
obno daas aie dabei in orthogonale Lagen kommen. 

Zu vier gegebenen linear unabhangigen Kugeln [a=I,...lV] gibt 
es imraer eine gmeinsame senkrechte Kugel die wir definieren konnen 
durch 

(»)*)=l sS 5". s’''. * I 

WO fur * eine willkiirliche Kugel eingeaetzt werden kann. 

Wir scbreiben symbol iach: 

^=ll s’. s“. s’", s’'" II 

und nennen t) das vektorielle Produkt. 

(1 ) Vergl. Mat&umura. S. : On the Theory of Correlation, Journal of the Society of 
Tropical Agidculture toI. 4 (1932) p. 83, 213, Taihoku Imp. IJniv., Formosa, Japan. 
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Fiihren wir ein allgemeines. System von solchen funf senkrechten 
Koordinatenkugeln ein, so konnen wir den pentaspharischen Koordinaten 
wieder eine allgemeinere geometrische Auffassung zu Grunde legen. 

Bei drei zueinander paarweise senkrecht gerichten eigentliche 
Kugeln j® 

[*• *•-! i S 1] 

Kann man den Ausdruck 

(u 

dem Vorzeichen nach unvorandert lassen, wo fiir * eine beliebige Kiigel 
mit 

(u :•«) ^0 

eingesetzt werden kann. Dabei ist u einer der beiden Schnittpunkte der 
drei Kugeln j® : 

Das Vorzeichen von j hangt wesentlich von der Kichtung der Kugeln 
5 ® und von der lieihenfolge, in der sio genommen werden, ab. 

( 8 ) Wir betrachten nun die beiden Ausdrucke 

(1) uad 
wiedei> von denen der erstere wegen 

A > 0 

nicht besonders dufTdllt. 

Bekanntlich gilt nun der Satz, dass man oin solches Formenpaar 
immer durch eine lineare Transformation in das Formenpaar 

(2) und 
ubertragen kann. 

•Und zwar geht dies im allgemeinen auf eine und nur eine Art, 
aber im Falle 
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(3) prop. 
auf unendlich viele. 

SchlicRsen wir den Fall (3) aus, so konnen wir auf eine und nur 
eine Art zwei Hilfskugeln durch it annehmen^ so dass 

(4) -^‘‘’ = 10 11 

siud. Ebenso konnen wir die Kugeln durch ft auf nui* eine Art so 
wahlen, dass 

(6) A^'‘= j J J j und T'*=0 

sind, wenn wir den Fall 

(6) prop. A^*^ 

aussc hi lessen. 

Mit den (Jleichungen (3) oder (6) schliessen wir den Fall halbiso- 
gonaler Kreise aus. 

Zu eiuem voigegobenen AVinkelwert ^ in 

gibt os nun iin allgomeincn zwei Kugeln durch ft, die ft untor diesem 
Winkel schnoiden. 

AVenden wir auf 




die speziello Transformation (3), (4), (5) an, so ergibt sich fur die zugehori- 
gen 


(’) 


< * f rpii ipw ^ 1 f ijin ipyj 


Da oin geineiusainer A^orzeichenwechsel von End ftn nur die Nor- 
mierung der Kugel iindert, konnen wir uns etwa bei ffj auf das 
Vorzeichen + beschranken und durch (7) sind dann im allgemeinen 
zwei J^suugen gegeben ; AVir wollen sie dem Zeichen + und — bei 
Pii entsprechend und nennen. 

Die winkelhalbierenden Kugeln \on und sind dann durch 
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(8) und 

gegeben. 

Sie fallen aber nach ( 7 ) mit 5^ und ^ zusammen. 

Da diese Kugeln von <p gar nicht abhd>ngeni sind die Winkelhal- 
bierenden fiir jedes Kugelpaar (8) immer dieselben. 

( 9 ) Die MoBiusgeometrie zweier sich nicht schneidender Kreise ist 
gleichbedeutend mit der nichteuklidischen Geometrie zweier Geraden. 
Denn zwoi solche Kreise haben eine gemeinsame orthogonale Kugel. 

Betrachten wir dieso Kugel als die „ absohite Kugel die wir im 
MoBius’schen Kaum adjungieren, um zur nichteuklidischen Geometrie zu 
gelangen, so werden die zu ihr orthgonalen Kreise St und it nichteukli- 
dische Geraden. 

Wir hatten also die geometrischen Untersuchungen dieses auch in 
die nicht euklidische Geometrie verlegen konnen. 

( 10 ) Es seien gS zwei Kreise im E,. 

Fassen wir und als Funktionen der Veranderlichen t auf, 
ndmliih 

dann folgt ; 

( 1 ) 


/ (eS E”)=0 

^ ^ 5 “ =0 

35! dt 3 j" dt 


Diese Beziehung gestattet es, an der betrachteten Stelle 


(sS s“) 


den Wert des Verhaltnisses 


df_ 

dt ■ dt 


ZU berechnen, falls 


JL und 

¥ 


nioht zu|^!ch versohwinden. 
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Aus (1) folgt, wenn 5® die Koordinaten eines gewohnlichen 
Kreiapunktes slnd und p einen Proportional itatsfaktor ist : 



Durch 


* d< 

ist der Beruhrungspunkt von jr mit 
S + S dt 


dargestellt. 

Die Kreise 

{ y -|r ■“ 

Bind dann die Schmiegkreise der Kurve 



Gleichfalls sind dann 


_f AL dt 

die Schmiegkreise der Kurve 


Wenn man und 5" als Funktionen der Veranderlichen und des 
Parameters r betrachtet, so ist 


Hier darf die Determinante 


Jk-Jfj. JL 

dt dr dt dr 


nicht identisch verschwinden, da sonst zwischen und ^ eine Gleichung 
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bestande^ und wlr es mit einem Kurvenpaar, nicht mit einer Kurven- 
schar, zu tun batten. 

Die Funktionen jf, und /j sollen innerhalb eines Wertbereichs der 
Veriinderlichen t und r als analytische Funktionen vorausgesetzt werden. 

Sind nun t und r zwei Werte innerhalb dieses Wertbereichs, so sol- 
len die Ausdriicke 

^ {t+Jt, t+Jt) und fi (t+Jt, r + Jr), 

falls man Jt und Jr absolut genommen hinreichend klein wahlt, nach 
ganzen positiven Potenzen von Jt und Jr entwickelbar sein. 

Ein Kurvenpaar ist durch die Glelchungen : 

5’=/. (<). ?“=/* (0 

gegeben. 

Die Orte der Mittelpunkte aller Sehnen der Kurven, die durch den 
Punkte ((o) gehen, werden durch die Gleichungen l)e8timmt : 

Die samtlichen Sehnenmittelpunktskurven werden daher durch die 
die Beziehungen 

/xo+y/r)} 

dargestellt. 

Sind zweifach unendlich viele Kurven in einer Ebene gegeben, so 
kann man fragen, ob es oin Kurvenpaar gibt, das jede Einzelkurve der 
Schar beriihrt. 

Die Kurvenschar ist durch eine Gleichung von der Form 

/(E^ E", 

gegeben. 

Als notwendige Bedingung fur das Vorhandemsein einer Beruhriing- 
skurve ergibt sich somit die, dass aus den Gleichungen 

/(E’> E” 

^ or 

5^ imd als reelle Funktionen von r berechnet werden konnen. 
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(11) Seien 5“ und drei Kugeln im dann kann man mit 

£•[«=!, n, ni] 

zwei Punkte d. h. eine Gerade im R. bestimmen. 

Betrachten wir eine Geraden-Kugel-Transformation imd wolien diese 
Transformation der Einfachheit halber mit S bezeichnen. 

Betrachtet man alle Beruhrungstransformationen in R-Baume, durch 
welche alle orientierten Kugeln in orientierte Kugeln transformiert war- 
den, und bezeichnet man eine solche Transformationen mit S, dann 
kann die zusammengesetze Transformation 

S I S-' 

entweder als eine Kollineation oder als eine Korrelation betrachtet wer- 
den/*^ 

(12) Setzen wir 

anstatt 


E, F, G, 

dann kann man den allgemeinen BegriiF der Riemannschen Flache in 
dem Fall der Kjeisflachen untersuchen/'^ 

(13) Betrachten wir 

( 1 ) 

(2) C08>=T«V««|, 

wieder, dann kann man (1) und (2) in der Fonn 



schreiben. 

( 1 ) Krm>TA, T. Finigc Bemerkungen *«r LiE’scben Kngelgeometrie, Science Report of tbe 
Tdbolen Imp. Univ., vol. IX, S. 2. 

(2) Hurwitz-CSoubant : Funktkmen-Theorie, sweite Auflage, Berlin, S. 486. 
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Nun betrachten wir (3). Dana kann man nach Hbbmite verstehen 

dass 

(A+Sr (A-S) 

eine Matrix ist. 

S' A S 

ist dutch eine lineare Transformation invariant, wobei 

S^lp,, ( 0 ,] 

eine Matrix und S eine beliebige schiefsymmetrische Matrix ist- 
Fiir (4) erhalten wir auch ^nliche Resultate. 

(14) Betrachten wir 

2(6A)dtdT+(e^e^)dry 

A du + 2B du dv + Cdv^y 

dann etellt 

/=0 

die Minimallinien auf der Kreisflache und 

ein anderes Kurvennetz dar. 

Wenn 
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Sollea die aus ihaen folgenden Werte von {Sjd^Yy {6j9„y die 

Bedingungen 


(W=B, (W=c 

haben^ dann folgt aus (I) : 




( 2 ) 


dt dr ^ dt ^ I 
du dt dv du ^ 


Oil ov 


(eAy^m)[ Z ) 


Es ist also zu untersuchen, oh es zwei Fuuktionen t (n, v) und r («, 
v) gibt, die diesen drei simultanen partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung und zweiton Grades genugen, in denen die gegobenen 
Funktionen von %i und v. bekannte Funktionen von 

t und T bedeuten. 

(15) Es sei 


( 1 ) d8~k(t, T)[{e,e,) wo dt dT+{0,d,) dr] 

das Quadrat des Linienelementes dor Flache. 

Wir setzen 


( 2 ) 


(W 

V(eAXo.&.)-(W' Ae;e,)(eA)-io,K)- 

^ (W 

V(d.0,){exy-(ejy 


und ijetzen die Fuuktionen (Ofit)} t), d stetig voraus. 

In der LiCHTENSTEiN^schen Arbeit wird durch 


(3) ilog{6(<"rX<-</-2d(ie, rX<-<Xr-r)+«(<, rX*”-^/} 

eine in einem vorgeschriebenen Punkt in der <r— Ebene 
unstetige^ den partiellen Differentialgleichungen 
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( 4 ) 





. y d\i 

SSZd— 

3r dt dr 


geniigende Funktion u (<, r) bestimmt. 

Durch Vermittlung der Funktion u (t, r) + iv (f, r) wird ein zusammen- 
bangender Teil des Kreisfliichenstuckes C auf einem Teil einer <r-Ebene 
konform abgebildet ; w (t, t) geniigt einer gewissen linearen Integralglei- 
chung, die durch sukzessive Approx imationen gelost werden kann. 

(16) 1st 

F (t, r)=0 

eine Kurve auf einer Kreisflache, so soli jeder Punkt der Kurve senkrocbt 
zu dem Bogenelemente der Kurv^e um die Konstante unendlich kleine 
Strecke f7t verschoben werden. 

Fur die Zuwachse und or von t und r erhalt man daher die 
Gleichungen ; 

d. h. 

(efi,)dm + {efi^){dtdT^ drct) + {e^e^)dTdT = o, 
oder wenn man setzt : 

dF s=pdt + qdT=0, 

die Werte : 


dt= 




VTV[mxe^0,)^(e,ej][ieA)q-2i0A)pqMO.W 


dt, 


. (0,0,) q-(»A )p 

V''XVi(0,0,XW-(0,0^f][(0A)q’-nOA)pq+{^^^^ 

(1) Licutenstein, L: Beweis des Satzes, dass jedes hinreichend kleine, im Wesentlichen 
stetig gekrUnimte, singularitUtenfreie Flilcbenstiick auf elnen Teil einer Kbene zusam* 

' menhtlagend und in den kleinsten Teilen abnlich abgebildet werden kann. Abhand. 
'der Kgl. Preuss. Akademie von Jabre 1911. 

(2) Lichtenstein, L.: Zur Theorie der konforraen Abbildung, Extrait du Bulletin de 
L’Academie des Sciences de Cracovie (1916). 
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Bei Anwendung der Beziehung : 

{eft,ie,e,)-{e,e^Y 

ist daher : 

St=^^^dl, dT= 

dp dq 

wo 

fl,,/ 

ist. 

Die Zuwachse von p und q sind jetzt so zu bestiramen, dass 
d (jxR + gdr)=0 

wird. Dann gehen je zwei unendlich benachbarte vereinigt liegende 
Linienelemente t, T,p, q und t+ q^hdq der Kurve in zwei ebensolche 
Linienolemeute iiber und die ganzo Kurve als Linieneleraentgebilde 
betrachtet wieder in oine Kurve. 

Hieraus ergibt sich : 

dpdt + dqdr + ( pd < = 0. 

\ dp dq / 

Tnsere infinitesiinale Paralleltransformation erscheint daher als eine 
homogene Beriihrungstransformation im Sinne Lies. 

(17) Benutzt man die einander entsprechenden Kurvensysterae auf 
S, und Sj als Koordinatenkreise 

<= const. 

und 

r= const., 

so mogen die Linienelemente und dsj von S, und gegeben werden 
durch 


<i) 

( 2 ) 


=;, {{0,0,Ydf+ 2{0A]xdtdr+(0^0^Ydf), 

d4=X,{{0,0,)^V+2(0.0^).jdidT+(0^0^)dT). 
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Dann stellt die GlelchuDg 
(3) 0=a,|d<- 

eine Doppelschaar von Kurven dar, deren zwei Tangenten im Punkte zu 
den Tangentenpaai'en der Kurven 

d8f = 0 

und 

in demselben Punkte harmonisoh sind, wenn die Koeffizienten a„, a , 2 
und aj 2 den Bedingungen geniigen : 

( 5 ) - W.) ( W) 

Durch Elimination von ctn,— a ,2 und a , 2 erhalt man daher fiir die 
TissoT’schen Orthogenalsysteme die Differentialgleichung : 

di' —dtdr dr- j 

(6) (^A). m)^ 

(6,6,), (6fi,), (6,6,), 

Diese Gleichung stellt, solange ihre Discriminante 

( 7 ) J= me,)i6,6,),^(6A)l6,6,),^^^^ 

nicht identisch verschwindet, eine Doppelschar von Kurven dar. 

Da nun die Resultante der beiden Glcichungen c?sf=:0 und c?^=0 
gerade derselbe Ausdruck J ist, so bedeutet J=0, dass die beiden Aus- 
driicke und d^ einen gemeinschaft lichen Factor haben, und die 
Eechnung zeigt, dass er genau gleich der Quadratwurzel aus der rechten 
Seite der Gleichung (6) wird, wenn J verschwindet, in ein vollstandiges 
Quadrat hbergeht. 

^Man gelangt so zu dem Lis’schen Ausnahmefall, n&mlich, dass (6) 
identisch besteht. 
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(18) Betrachten wir Zwei Kreisflachen S und S', und denken wir auf 
8 wiederum 

( 1 ) 

(2) coB-f>=T«V,/>»> 

dann folgt : 

^ ^ A'V.»+2A’V,p»+AV 

Auch betrachten wir auf S' 


T'V.’ + 2T'V.iO*+T>.' 

A’V.*+2A'V,/>.+AV 

wobei 

( 6 ) A‘<‘p^f=l 

besteht. 

Die Hichtungen fiir welche 

(6) cosY=cos-f 
ist, slnd mit 

(7) (T”±T")/>,2+2(T»2±T’2),o,^2+(T-^ 

gegeben. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dass zwei Paare 
von obigen Hichtungen harmonisch seien, ist 

( 8 ) • + 

^2(Ti2^p2xf*^_T'‘), 

d. h. 


Oder 


1^22 ^T>2)* = X* ‘T** (T‘*)“ 


(T‘“)* X”T**— (T**)* 

A”A“-(A«)* "" A^A^-CA")* * 
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Die Doppelllnien von Invt>lution dtirch ob^pe awei Paare von 
Richtungen sind mit 

dl^ -^dtdr dv*- 
^11 ^12 ^22 

^11 <Jt 2 

gegeben. 

(19) Die Torsionalinien sind^*^ 

nnd die Minlmallinien sind 


(s,o,)dt^+ 2(e,d^)dtdT+(e^e^)dT^=o. 

Die Bedingung dafiir, dass das Doppelverhaltniss zwischen zwei 
Richtungen von (2) mit den Richtungen von (2) gleich r ist, ist 

9(1 - r)%eA)(W(W=-{i + rfneAT^Kefi.xe^e,)] x 

X 

(17) Betrachten wir nun : 

( 1 ) 

(2) cosV=/7^/?pT•^ 

so ergibt sich 

(3) cosY<[l 
fur alle woraus man 

(4) I I >0 

erhalt. 

(20) Ist der Kreis ^ im imagin^r^ etwa 

(1) 5 =w+itj (u, v: reell), 

dann zieden wir den konjugiert imagin&ren Kreis 

( 2 ) j=u-iv 
in Betmcht. 


( 1 ) OtKTAA, K. : On the Theory of Bepresentetion of Surfaces, Tdhoku Math. Joum. vol. 
12 ( 1917 ) p. 266 . 
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Es muss dann 

gelten : 

( 3 ) 

55=utt— w+2ui?t=l, 

SO dass 


( 4 ) 

uu-~w=l, tiv =0 

wird. 



Ware insbesondere 


W = Of 

dann wiirden jc oder j in dera Punkte v auf dem Kreis u beriihrende 
Kreise bezeichnen. 

Drei sich in v beriihrende Kreise 


w, 7^=zu—iv 

bilden ein Biischel. 

Nehmen wir etwa an, um eine festen Fall vor Aupjen zu haben, 
dass u ganz in dem (Jebiet zwischen 37 und 37 liege. 

Dann werden alle Kreise <y, die 3y beruhren, aber nicht durch 
gehen, fur die also gilt : 

Hr=HY=^ ; (ov) 

d. h. 

{utrf — (vffY = 1 , {u<y){v<T) = 0 , 

d. h. 

(V(T)=±i, (w<7)=0, 

von u iinter demselben Winkel geschnitten. Es folgt^’^ daher : 


cos*^ = (cni)' = 0, 


Oder 



Fur den Winkel ^ zwischen 5 und 5 gilt: 


(1) Thomsen, G. ; t)ber konforme Geometrie II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Uoiv. IV Bd. (1925) S. 126. 
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C08f> 


=_(ss/__ 
(jsXjs) 


(u^+i^y 

— t?’ -f 2uvi) • (w* — — 2nm) 


Ist $ ein Kreis und j; ein nicht auf Ihm gelegener Punkt, so ist 
^=2(u+w, (u+vi), 

der zu 5 in bezug auf den Kreis c inverse Kreis. 

Wenn gleich j ist, dann ergibt sich : 

u--iv=2(u+vi, + 

d. h. 


d. h. 


u=(u+vi, 


Daraus folgt also : 

{Sv)^ 0 . 

Zwei Kreise j und j bestimmen ein Kreisbiischel, dessen 00' Kreise 
Z gegeben sind durcb 


d. h. 


Setzen wir 

so folgt 


^ = a{u + iv) + ^{u — iv)y 
^=(a+/9)w + (a— 
a+j9==Ap a— j9=B, 
C=A+JW 


wobei A, B zwei Parameter sind. 
Nehmen wir einen Kreis 


£(<)=«(<)+«(<>■ 

als JPunktion eines Parameters t an, so ist dadurch in der Ebene ein 
Kreisb^hel bestimmt. 
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Es gilt dann nach (ss)~l : 

(ww)— (w)=l 

und 

uv=0 

als identisch in <, wenn wir die Ableitimg mit t durch Punkte bezei- 
chnen. 

Durch 

und 

= ± (mu) — (it) + 2uv i dt 

ist dann ein invarianter Parameter der Kreisschar bis auf Vorzeicben 
und additive Konstante bestimmt. 

Man setzt fur den unendlich kleiuen Winkel zwiscben j und 
dem Nachbarkreis E+jd<; 

tan-d^= d(/f‘=d(T\ 

Der Scharen mit 

(uu) — (w) + 2wv i = 0, 

d. h. 

(uu)={w), wi?=0, 

bedeuten, dass sich konsekutive Kreiso boriihren. 

Die Kreise sind dann die Schmiegkreise der Kurve 

Sind t)>b die beiden Schnittpunkte von j mit dem Nachbarkreise, 
die beiden Eovelopenpunkte, so gilt ; 

(t)b)=(t)5)»(bs')=o. 

(t>b)=(bs)=(b5')=0, 


d.h. . 
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(bb) = 0, (t>w) = 0, (bl?)==0, (\yu')s=:0, (t)t/)saO, 

(ii})=0, (bt«)=0, (^)=0, (tow')=0, (bt/)=0. 

Auh (1) und (2) gilt : 

wobei B das Boppel verbal tniss von u, j, v, j ist. 

( 5 ) (u)=o 

ist die Bedingung dafur, dass jc? senkrecht sind. 

Aus (5) folgt : 

(u-i-iv, «— 2«)=0 

d.h. 

(uu)+(w)=0. 

Wean ein Punkt p auf j liegt, dann folgt ; 

(|)w)+i(pv)=0, 

d. h. 

(6) (pw)=0 und (pu)=:0. 

Aus (6) kann man ersehen, dass p auch auf j ILegt. 

(21) Die Gleichung fiir Minimallinien lautet : 

( 1 ) 2(eA)dtdr+(e,e,)dT’’] =o. 

A \ tyT ) 

Die Bedingung dafur, dass die Parameterkurven 
<=const. und r^econst., 
selber Minimallinien sind, ist nach (1) 

( 2 ) 

Die Gleichung (1) ist vom zweiten Grad in dt : dr, Durch jeden 
Punkt der Kreisdache gehen daher zwei Minimallinien. 

Diese Linien sind zwar fur reelle Flachen bei reellen Werten fiir 


(W(^A), (W 
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imagiafir; da die Dlskriminante von (1) 

posit iv ist. 

Sie fuhren aber zu wichtigen, reellen Linjensystemen. 

Hierzu denke man sich die Glcichnng (1) in ihre beiden konjugiert 
imaginaren Faktoren zerlegt ; 

P=-7==[(W<+(«A)dr + io'dr] 

V 

Es gibt bekanntlich unendlich viele integrierende Faktoren, die einen 
solchen DifTerentialansdruck in ein vollstandiges Differential verwandeln. 

Ein solcher Faktor sei fiir P gleich /i+ir und das zugehorige 
Differential da-\-id^y wobei //, t? und ^ gewisse reelle Funktionen von 
(f,r) Bind. Dann ist 

P(//-i-iv)=d6r4-id^9 imd Q(/i— ir)=da— 

also 

(4) l'= ^ 

Die Herstellung dieser Form (4) fur das Linienelement erfordert 
also die Integration der Differentialgleichung (1). 

Die Kurven 

a(f, r)= const, imd r)=const.^ 

Oder kurz a und /5 besitzen eine charakteristische geoinetrische Eigens- 
chaft. 

Fiihrt man namlich a, /? an Stelle von (f, r) als Parameter ein, so 
nimmt ds® die Form (4) an, die im Vergleich mit (1) dadurcli au^ezei- 
chnet ist, dass der Koeffizient von dad^ gleich 0 ist und dass die Koefii- 
zienten von da* und d^* einander gleich sind. 
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Das erste besagt dass die Kurvensysteme a, ^ sich orthogonal durch- 
schneiden; das zweite, dass sich die Kreisdache durch die Kurvensysteme 
a;/9 in unendlich kleine Quadrate teilen lasst. 

Betrachtet man gleichzeitig als rechtwinklige Koordinaten in 
einer Ebene, so folgt aus (4), dass die Kreisflache durch die Gleichungen 

«(<>■)=«> 

konform auf der Ebene abgebildet wird mit der linearen Vergrosserung 
ly wobei dem System der zu den Axen in der Ebene parallen Linien 
das Kurvensystem ^ auf der Kreisfliiche entspricht. 

Da sich nun die Ebene durch die Linien a, ^ in unendlich kleine 
Quadrate teilen lasst, so gilt dasselbe von der Kreisflache. 

Wegen dieser Eigenschaft heisst das System a, ^ ein isometrisches 
(isothermes) Kurvensystem der Kreisflache und die Grossen a, thermische 
Parameter* 

Daraus ergibt sich der Satz : 

Jede Losung der Different ialgleichung (1) liefert ein isometrisches 
Kurvensystem auf der Kreisflache, desscn Parameter cf, ^ dem Linien- 
element die Funnel (4) erteilen, also die Ehnisflache konform auf die 
Ebene abbilden. 

Entsprechend den unendlich vielen integrierenden Faktoren von (3) 
gibt es auf jeder Flache unendlich viele isometrische Liniensysteme. 
Um den Ubergang von einem solchen System zu einem anderen zu 
bilden, sei wieder pL+iv ein integrierender Faktor von P und da+id^ 
das zugehorige Dlfi^ntial. 

Dann ist bekanntlich der allgemeinste integrierende Faktor von P 
in der Form 

(/i4-w)F(a+i^) 

enthalten, wobei F eine willkurliche Funktion bezeichnet. 

Setzt man nun 

P(/H-w)F(a+t^)sMF(a-Hi^X^“ 

d/7(a + = dA + idB, 
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( 6 ) 

an^ d. h. die zwei Kurvensysteme A, B bilden ebenfalls ein isometrisches 
System auf der KreisRache. 

Da II ebeuso willkurlich ist wie F, so hat man folgenden Satz : Ist 
(a, ein isometrisches System, so erhalt man aus ihm unendlich viele 
andere isometrische Systeme (A,B), indem man — unter 7/ eine willkurliche 
Funktion verstanden — 


A+fB=//(a+i/3) 

setzt und in dieser Gleichung die reellen und imrginaren Bestandteile 
trennt. 

(22) Die quadratische DilFerentialform 


^fi,)dv+ %efl^)didT^{e^e^)dT- . 


ist invariant bei jeder beliebigen Inveraion^*^ 

(23) Es mogen zwei Kreisflachen vorliegen ; ’ die eine babe die 
Gleichung : 


und die andere die Gleichung : 

S=£(‘> 4 

Indem wir bei beiden Ki-eisflachen die Parameter gleich bezeichnet 
haben, namlich mit t und r, ist schon jedem Punkte (<, r) der einen 
Kreisflache ein Punkt der anderen gesetzmassig zugeordnet. 

Fragen wir uns, unter welchen Bedingungen diese Abbildung konform 
ist^ so sind 

die Minimallinien beider Kreisflachen. 

Dies tritt dann und nur dann ein, wenn 


(1) Rothb, B. : Inversion und konforme Abbildung von Flfichen, Math. Ann. Bd. 72 
(1912) 8. 67. 
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m ) : m ) : • m) •• 

ist. 

Also gilt der 

Satz : Urn zwei Kreisfl^cheii konform anfeinander abzubildeni hat 
man solche Parameter auf beiden Kreisdaehen einzufuhren^ in denen 
das Verh&ltnis : 

(6 A) : (OA) : (eA)=m ) : (^) : (W 

Alsdann entsprechen diejenigen Punkte beider Kreisflachen einander, 
die zu denselben Para meter we rten gehoren. 

(24) Man erkennt aus meiner Arbeit/-^ leicht die geometrische 
Bedeutung von c der TfiOMSEN’schen Arbeit, denn 

y - 

c ds 

besteht/^^ 

(25) Betrachten wir in dem Falle 

cosY=^', (A; = const.) 

dann folgt 

(T” - FA”)^! + 2(T‘“- (T^- 

Wir ordnen nun der binaren quadratischen Form 

(1 ) (T”~ife*A")pf+2(P^~^^A^>,/?,+ (T“-^^^^ 

denjenigen Punkt zu, dessen homo^ne Koordinaten 
(T”-ife2A”) : (P^-it^A’^) : 

sind. 


(1) C. : Zur Tbeorie der konformen Abbildung einer ebenen Fliicbe auf eine 
Kre^he, Math. Ann. Bd. Xlll (1877-78) S. 573. 

(2) MaI^cmuba, S. : i)ber Fltichen und Kuryed (1). Faculty of Science and Agriculture, 
, Taihoku Imp. Univ. vol. V ^1^32) p 68. 

(3) . Thomsen, Q. : fiber konforme Geometric II, Abb. atu dem Math. Seminar der Hamb. 

TJniv. Bd. IV (1926) 8* 127. 

(4) Bi^abchke, W. ; Vorlesungen fiber Difierentiidgeometrie III, S. lOS. 
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Ea entspricht dann jeder Form ein bestimmter Punkt im 
Umgekehrfc entsprechen iigend einem Punkte 

T"— PA” : T'®-PA" : T^— PA“ 

die unendlich rielen Formen 

1^" -PA”)p, + 2^T'--PA«>,.Oj+j^T^- PA“)pl 

wobei p jedoQ beliebigea reellea Wert erhalten kann. 

Wenn die Determinante D der Form 

(T"-PA" : T'-’-PA'^ : T ' - * A") : 

P=(T'-’-PA«)‘’-(T''-/tA''XT’-i!:A«) 

verschwindet, so kounen wir ^ so bestimmen, dass 

T''-PA’' : T‘^-PA'- : T--’-PA’»^l : -X : X- 

d. h. 

a ; ft ; c=l : -1 : P,wo asT"-PA,” 6=T''-PA,'- 
c=T-’'-PA,“ 

Also ergibt sich ; 

(3) ~pl‘-2pXT+'pX"z‘=p{t-Xrf. 

Betrachtea wir eine beliebige Buscbeltransfarmation 

(2) i=at'-\-^T',T=-(t'+dx', 

dann geht eie Form (1) in die Form 
aV'^+26yr'+cY- 

uber, wo 

/ o'=(T''-PA”)d'+2(T'*-PA«>q'+(T"-PA«)r- 

(4) I 5'«=(T"-PA’’)«^+(T'»-PA"X«5+^}-)+(T“-i'’A“>d^ 

c'= (T” -i A’')^*+ 2(T''-PA'*)^ +(T*-PA“)d' 
isb 
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Es wird demnach durch die Transformation (2) jedom Punkte (a, 6, o) 
ein bestimmter Punkt (a', 6', c') zugeordnet, und ein Blick auf die Glei- 
chung (2) lehrt, dass die durch diese Zuordnung vermittelte Umformung 
der Ebene eine Kollineation ist. 

Durch die Transformation (2) wird (3) in die Form 

ubergefiihrt. 

Dem X entspricht also vermoge der Kollineation (2), wo 

-r^+a 

( 5 ) 1 

ist/^^ 

Eine einfache Rechnung ans (4) ergibt hier 
a' (ac~6') ; 

wenn 

±1 

ist, dann sind beiden Diskriminantea gleich. 

(26) Hier wenden wir uns zu den charakteristischen Eigenschaften 
*der Kugel. 

Den Kennzeichnuugen der Kugel, die ich vor mehreren Jahren und 
Tor kurzem gefunden habe, will ich hier elnige weitere folgen lassen. 

Es seien 


R„ E, 

die Hauptkrummungsradien, 


und 


fl— 3i»i “I” — Rj Rj 


(1) Vcrgl. Frobeniuh, G. . Uber die Reduktion der indefiniten binaren quadratiseben 
Fomien, Sitzungsberiebte der KSniglich preussischen Akadamie der Wissenschaften 
VX[£ (1913) S, i:03. 
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H 

dio Stiitzfuaktion der jeweils betrachteten Eiflache. 

Mit grossen Buchstaben bezeichne ich im folgenden diejenigen Glei- 
chungen, aus deneii ich schliessen worde, dass die ihnen geniigendeii 
Eiflachea Kugeln sind. 

(A) j 9 =aH‘ + bH+c, a> 0 , 6 > 0 . 

Dana gilt fiir die Oberflache O, das Integral der mittleren Kriim- 
mung M und des Volumen v bei Integration von (A) iiber das 
spharische Bild 

0= ^pdw=:a 5 H*(iwH-6M+4;rc, 

3t’= 5 Iipdw=a J J H'dw’ + cM, 

nach dor Ungleichung von H. A. Schwarz also wegen a '^0 : 

^ S H-dto+b S H^w+cM. 

4t 


C)M = aM 5 H'div + 6M- + 4;tcM, 
nacli H. Minkowhki : 

>-12;rt? ^a M \ H‘dw?+4.T6 J ■|-4;rcM, 


also wegen 


a>0, 6>0 

mid dor SoiiWARZ^schon Ungleichung 
M‘^4t J H 

Es muss also 


OM=12;rv 

sein, was nach Minkowski nor im Fall der Kugel richtig ist, w. z. b. w.. 
(B) p=:aEL+b, a^O. 

Daraus folgt 


Oa:aM+4zr6 



204 


b6ji matsuhuba 


3v=a S Wdw+bM^^r^ + bM, 
47t 

also wieder nach Minkowski 

OM=aM^+4;r6M 

4;r6M, 

woraus sich wie in (A) die Kugel ergibt. 

(C) 

Hier ist 


0=a 5 sILdwy 

andererseits ist nach Steiner und Minkowski 


0=J S sKdw, 


also folgt : 


a==J. 


Nun ist 




d.h. 


wobei nur im Falle 

d. h. im Falle der Kugel^ uberall auf der Flache das Gleichheitszeichen 
stehen kann. 

Andererseits ist aber nach Minkowski 

Mffi| 5 adwmm J J «<iw=M ; 

es gilt also tatsftcshlich stets 
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d. h. wir haben wieder eino Kugol, w. z. b. w.. 

(D) 08+611, 6^0. 

Jetzt wird 

0= 2aM + 6M=M(2a + 6). 

^ p\ldw=2aO-\-h 5 13} dw 
= 2oM(2o + 6) + 6 J dw. 

Nun ist nach Minkowski 

M ;;^4t 0 =4TM(2a + 6), 

also 

(*) M>4;r(2o + 6). 

Andererseits ist ebonfalls nach Minkowski 
0*=M‘(2o + 6y^3tM 
= 2aM (2a+6)+6M \ Wdwy da 6>0 ; 

>2rt(2a+6)M- + 6M 

47r 

also nach (*) 

>(2a + 6)‘'M’. 

Es miisson also iibemll die Cileicliheitszeicheii gidtig sein, z. B. auch 
in (*), d. h. 

M'=4tO 

was nur fiir die Kugel richtig ist, w. z. b. w.. 

( E ) 2^=08 + 611 ', 6 ^ 0 . 

Es ist dann : 

0=2aM + 6 5 m- dw, 

3v=2aO+ 6 S H’ dw 
= 4(rM+ 2o6 \ IP dw+h J IP dw. 
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Nua wird 

0»=4oW+4a6M S H* d«»+6> ( S H* dwf 
^3rM=4a’M^+2a6M; \ H-dw+6M \ H* dw, 

also, da 6^0, ist, 

(**) 2aM J H- dw+ 6( J W dwf ^ $ BC dw. 

Nun ist aber nach der SoHWABz’schen Unglelchung 
M J H' dw= J ndw. S IT dto^l J 
=(^Wdwy 

xmd 

\ dtp^-H->0=2aM+5 S dw, 

4 ;r 

es folgt also daraus (**) : 

2aM+6 J J ffdw^-ML^O=2dM;+6 J EPdw. 

4 ;r 

Es gilt uberall, z. B. auch in 
O 

das Gleicheitszeichen/'^ so dass es sich Minkowski wieder um eine Kugel 
handelt/*^ w. z. b. w.. 


(1) V^igl. Matsdmka, 8.: ijl)er charakteristiscbe ^Sgenscliaften der Kugel, die jetzt 
unter der Freese in TShoku Math. Joomal ist. 

(2) Yergl. Nakajima, S. : f)ber charakteristische Eigenschaften der Kugel ; TOhoku 
Math. Joum., voL 26 (1926) p. 861. 
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(Accepted for pablication, Jmuary 20tb, 1933) 


(1) Ueber die Deviatfon ebener Kurven 


Bezeichnet man nun den Winkel zwischen der Tangente und der x 
Achse mit r, so sind^'^ 


( 1 ) 


dx dv 

— sscos r, — r, 

ds da 


dr ^ 1 da 


da 


Somit erhalt man die Parameterdarstellung der Kurre : 


( 2 ) < 

x=[ jsin f — — 

J ( J 3 J tgfda ) 

Benutzt man die GAUsesche Darstellung der komplexen Zahl durch 
den Puukt auf einer Ebene^ 


( 3 ) 

Nun seien die beiden Ebenenkurven dui-ch ihre naturlichen Glei- 
chungen 

(1) MatbumubbAi S.: Ueber FlSchen und Kurven^ (1); Memoirs of tbe Faoult j of 
Science and Agricolture, Tsiboku Imp. Uniy., Formosa, Japan, Vol. V., No. 8, p. M. 
[Mem. of the Fac. of Sd. and Agr., Taihc^ Imp. Univ., Formosa, Japan, Yol. V, Ko. 7 , 
April, im] 
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(4) />=/>(«), 


gegeben. 

Dann erh&It man als Gleichungen der Knrven 


( 6 ) 


(ff=x+ty= 


|<T=x+ty= 



ds 

3S^» ds, 

do 

3 5 igtfds ds. 


Nun betrachten wir eine Kreisverwandtschaft, welche durch Trans- 
formation der komplexen Zahlen 


( 6 ) 

dargestellt wird, wobei a, /9, p d komplexe Konstanten bedeuten. 

Dann ist (6) nicht anderes als eine Mimiussche Involution zusam- 
mengesetzt mit einer Bewegung. 

Bezeichnet man namlich die Gleichung der Ebenenkurve mit 


wobei p den Krummungsradius und s die Kurvenl&nge bedeuten> dann 
bleibt 


^tg9-(dxy 

durch Mimrussche Involution ungeftndert, wahrend sich sein Vorzeicher 
durch Inversion ftndert, wobei ds^pdX ist. 

Gleiches gilt fur 

cosy ^ Ssiny ^ p dtp 2/?^ 

6 sin f 2 COB ^ sin 2^ ds 3 sin 2(p\ ds / 

I- V fitV 

6 sin’^f cfo* 24 cos ^ sin^ ds /, 


tan ist. 

ds 


denn 
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Auch gelten die folgenden S£ltze. 

Damit die beiden Ebenenkurven, welche durch 

gegeben Bind, durch eine MoBiussche Involution und eine Bewegung 
zueinander uberfiihrbar seien, let es notwendig und hinreichend, dass iw 
den Punkten^ in denen die Zuordnung durch 

tan ^ • (d^)‘=tan ^ (dXf 

dedniert ist^ die Invariante I den gleichen Wert hat. 

Damit sie durch eine Inversion und eine Bewegung zueinander iiber- 
fuhrbar seien, ist es notwendig und hinreichend, ’daBs in den Punkten, in 
welchen die Zuordnung durch 

tan f (c?^)'^=stan tp {dXf 

deBniert ist, die Invariante I den entgegengesetzt gleichen Wort hat. 
Satz : Bezeichnet man 

tan tp (d^)’=:tan ^(dXy 

definiert ist, die Invariante I den entgegengesetzt gleichen Wert hat. 
Bezeichnet man 

J-j/ ±3 tan ^ ^ 

als Inversionsparameter p, so kann die Relation 

als natiirliche Qleichung der Ebenenkurve in der .Inversionsgeometrie 
betrachtet werden. 

Wenn die beiden Ebertenkurven mit den naturlichen Gleichungen 

durch eigentliche LAGUEBREsche Transformation ineinander Bb6rfuhrbar 
Bind, dann gilt 
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p tan ip*{dXf=ip tan 

wenn sie durch uneigentllche LAOUCBBEsche Transformation ineinander 
uberfiihrbar slnd, dann gilt 

p tan <p • (dXy=--p tan f • (dXy. 

Das Gleiche gilt ancli fur die Inrariante : 

I— ® P ^ ^ ^ ^ ^ 1 _ 

36 sin^ ip da A p Sp tan f 

^ 4p / Y P ^ V 3 d^ 

9 sin 2 f Wa / 9 sin^ da* sin 2 f da 

-wobel die Differentiation in Bezug auf a zn nehmen ist. 

Damit die beiden Ebenenkurven durch eine eigentliche Laguerre- 
sche Transformation zueinander uberfuhrbar seien, ist es notwendig und 
9iinreichend, dass in den Pankteu; in denen die Zuordnung durch 

p tan ^ • (dXy=rp tan ip • (cW)* 

definiert ist; auch die Beziehung 


l=! 

gilt. 

Damit die beiden Ebenenkurven durch eine uneigentliche Laguebre- 
ache Transformation zueinander uberfuhrbar seien, ist es notwendig und 
hinreichend; dass in den Punkten; in deneii die Zuordnung durcii 

p tan, ip • (dXyss^p tan f • (dlf 

definiert ist; auch die Beziehung 


«ilt.<*> 

t(l) Yecs^. KubotA; T. : fieitrilge far InTenioasgeometrie and LAQUEB&Bgeometrie; Japan* 
ma Jonmal of Matheiiudios; Vol; I (1924) p. 41. 
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W. Blaschke hat in seinem Boob (Vorlesungen fiber Di£fbrential- 
geometrie 111, 8. 100) 

b'=b(ff+~g) 

gewonnen. 

Hier kdnnen wir diesem b geometrische Bedeutung geben. In dem 
Falle, dafi die Brennlinien durch Reflexion in einer Ebene, nnd der leuch- 
tende Punkt im Unendlichen liegen, dann wird^‘> 

r -t- 


WO ^ den Winkel zwischen dem einfallenden Strahl und der Normale n 
einer ebenen Kurve bedeutet. 

Also folgt 


tan f -cos ^+sin 


Oder aus folgt 

as 


d. h. (7,) 


ds __ 1 dp 

dt Zig^p dt^ 

e=-J_ 

Ztg ip di 


wo V die Gescbwindigkeit des Korpers in der Bewegung langs ebener 
Kurven imd t der Zeit bedeuten. 

Aus (7,) folgt 



9 pigy ^ 


wobei N die Komponeotenzerlegung der Beschleuningong l&ngs Normals 
ist^*^ 


(1) SreBLER, £.: Ueber Brennlinien durch Beflexioni Zeitschrift (tir Math, Nnhir 
wisBensohaftliohen Unterricht, 89. Jahii^ang^ 2 und 8 Heft (1906) 8. 129. 

(2) Booth, £. J. : A treatise on Dynamics of a particle, Cambridge (1888), p. 12. 
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Das voin Mittelpnnkt des dem s gahdrenden Kreises anf die Potenz- 
linie gefUlte Lot besitze die Mafizahl ± h, dann folgt<’’ 

/i*_ 3 <ffV > J8‘+ 

^ 36 tgy+ ’ 


WO 8 die Bogenlftnge der ebenen Kurve und /> der Kriimmungshalb- 
inesser sind. 

Nun*^ 


r-^= 


1 

6 


^Jb + 

da 


also : 


r_p=_l_ tg ^.d8" + 
3 />* 


Die Koordinaten *, y der gegebenen Kurve (K) seien also Funktionen 
der Bogenlange a der Kurve betrachtet und durch die Gleichungen 


festgelegt, wobei x, y die rechtwinklige Koordinaten des Kurvenzugs 
sind. 

Wir betrachten einen gewonlichen P auf (K), wo a=« ist. 

Durch den dem «=8+ Ja gehorenden Punkt P' (', y') werde eine Ge- 
rade parallel zur Kurventangente in P gezogen. 

Diese Gerade wird, da P kein Wendepuukt ist, die Kurve in einem 
dem Punkt P benachbarten Punkt P" (x", y") schneiden, welcher dem 
Werte a-^J^a gehoren moge. 

Da die Strecke der Tangente in P parallel liegt, haben wir : 

{/.(s+ J8)-/,(8+4 's)} ^(s)- {/‘X e+ J s)-/.(s+ J's)} Mb)=0 

Oder : 


+ 4 {//"(») Si (•) -si"iS) sm (^•" - ^« ) + =0 

und aach Division mit Ja^J'a: 


(1) liiiiiEinReuii : Vadesangen flber DifibrentUlgeometrie, I. Lelpxig (1006) S. 67. 

<2) 1. 0. (1) R 1. 
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— 

zp o/>- as 

wobel p der KrummungshalbmeBser ist. 

Hieraos ergibt sich 

J's+Js^-L ~P-J»‘+ 

3/) da 


so ergibt sich 


tan ^ (^)®+ 
P 


im M + 
J=o jTV Ja ) 


lim 
Ja 


tan if. 


Wir betrachten den Fall der Bewegung einesPunktes in der Ebene* 
Durch einen festen Punkt o legen wir als x— und Achsen 
parallel zu der Tangoate nnd zn inneren Normalen der Bahnkurve des 
Punktes. 

Diese Achsen rotieren nm o mit der Winkelgeschwindigkeit i, wenn 
I der Winkel der Tangente an die Bahnkurve mit einer beliebigen festen 
Richtung in der Ebene ist. 

Bezeichnet 


tan <p 


da 

dp 


die Geschwlndigkeit des Punktes, a das ziu* Zeit t durchlaufene Bogenstok^ 
p den Knimmungsradius der Bahnkurve, so haben wir 

da n . da da 
ctt ^dp’ ' dA ’ • 

die Winkelgeschwindigkeit der Achsen l&sst sich demnach in der Form 


3' tan 


da / 


dp/p 


schreiben. 


(1) 1.0.(1). 
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Da die Komponenten der Geechwindi^eit in Biohtung der Bewe- 
gungsachse v, o sind, so foigt daraus, dass die Komponeaten der JBeschleu- 
nigung in Bichtung der gleichen Achse v und 




aind. 


Wegen 


dt dl ds ds 


Q ds dv 
ig(p — 

cup ds 


no ergibt sich, dass die Beschletinigung des bewegten Punktes in Rich- 
tong der Tangente der Bahnkurve die Grofie 


ds 




in Bichtung der innem Nonnalen die Grd£e 



hat. 

Die Komponenten der Beschleonigung des Punktes in Bichtung der 
Tangente, Haupt-und Binormalen 


Es sei 


- , da da \ (s 

’ P 


/(*» y)=o 

die Gleichnng einer analytisohen Korve (M), die eia konvexes Oval bildet, 
tud 40 sei femer f der Winkel der ftaGeren Normale gegen die X— 
IS^iiise.’ 

Es werde welter mit 
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P= 



ds 


der positiv gerechnete Krummnngsradius von (M) im Punkte x, y be- 
zeichnet ; dann bestehen fur d[e Punkte von (M) die Gleichungen 


dx 

# 


Jo V 

f • cos 

Jo V 




Spezialisieren wir die Lage des Koordlnatensystems dahin^ dass die 
X— Achse (M) im Punkte x=o beruhrt und daher i/ = — — ist, so hat 

der im Koordinatenursprunge (M) fiinfpunktig benihreude Kegelschnitt 
eine Gleichung in der Form 

y==i (Ax"+2Bacy+Cy*). 

Setzt man 

3 * 

"T7 — 

V wp 

mid 

d ( Z igip \d% ^ 3 ^ d}% __ 

d /' \ V / dfp V d^ 

so lassen sich die Grofien A} B und C durch die Werte ausdrucken, die 
/?, und Pi 

im Oakulationspunkte besitzen, und erhlilt man 



^ ^ PPt 

Es gibt eine einzige Parabeli die durch das Verschwinden der De- 
tenninante 
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AC-.B* 


besfcimmt ist, wahrend 

AC~B*>0 

den Ellipsen^ 

AC-B*<0 

den Hyperbeln der Schar zukommt/*^ 

EolJt eine Kurve auf einer Gerade ab, so gestalten sich die Formeln 
nach einer Bemerkung von E. be Saussube besonders bequem^ wenn man 
fur die rollende Polkurve die natiirliche Koordinaten, d.h. Bogenld.nge 
8 und Kriimmungsradius p, fiir die Rollkurven dagegen rechtwinklige 
Koordinaten x, y benutzt, wobei die geradlinige Polbahn die x -Achse und 
zu Anfang der Bewegung (fiir «=0) der Drehpol der Anfangspunkt sei. 
1st n&mlich das Bogenstiick s der Polkurve ; 


p^f{8) 

auf der x -Achse abgerollt, und wird das Abrollen um das Element weiter 
fortgesetzt, sodass sich die Polkurve weiterhin um den Kontingenzwinkel 
da : p dreht, so todern sich die Koordinaten x, y eines mit der Polkurve 
fest verbundenen Punktes um Elemente dx, dy, fiir die sich aus einer 
Pigur sofort ergibt 




tan y 




dabei entsteht eine Rollkurve y=J(x), 

Es rolle eine Polkurve auf der Gerade (x— Aches) ab. Dabei beschreibe 
ein mit ihr fest verbundener Punkt eine Gerade 


ysaax+a. 

Die natiirliche Gleichung der Polkurve geht dann in der Form 
sj tan os— a*0 

hervor* 


(1) BdHXBB: Ueber elliptiscb-konvexe Ovale, Math. Annalen Bd., 60 (1906), 6. 266. 
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1st 



die Qleichung der Rollkurve, so foJgt fur die Rollkurve die natiirliche 
Gleichung 

j* 9 (\tgv>dsy , 

a~ 

Die natiirliche Gleichung dor CESAROschen Kurven von Index n hat 
nach E. Cbsaro die Form 


8 = 



P 

c 



daraus folgt 




Die Evolute der Evolute einer ebenen Kurve nennt man die zweite 
Evolute dieser Kurve. 

Die Evolute der zweiten Evolute ist die dritte Evolute u.s,w. (vergl. 
CESAROsche Buch).^*^ 

Es seien und der Bogeii, der Kriimmungsradius und die 

Deviation der n-ten Evolute der ebenen Kurve in einem gegebenen 
Punkt, dann erhalt man 


^Pn _ _ __ ^p 

tan tan t&n ^ • p ^ 

Ein Punkt (x, y) im Rj beschreibt einen Teil der Eilinie und wir setzen 

(x=x (^p), 

) r, 

(y*y (f)* 

wobei X, y stetige, diffhrenziable und monotone Funktionen bedetiten. 


(1) PoWALSwtSKi, G. : CebAbo, Vorlesungen ttber natiirliche Qeometrie, 1926 8. 35. 
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AlW (7) erlialten wir 

( 8 ) 

wobei 8 die Bogenl&nge bedeutet. 

In den Gleichungen (7) bedeutet der Parameter f dann und nur 
dann die vom Punkte (^=0) aus gemessene Bogeniftnge der Kunre> 
wenn fur jeden Wert von die Gleichung besteht : 

Alsdann kdnnen wir ^ mit r bezeichnen und unter x'(^) und 
Xosinus und Sinus eines langs der Kurve veranderlichen Winkels 
verstehen : 

x'(f)=ac'(s)=cos T, ^'/(«)=^(8)=8in r. 

Der Winkel r ist eine Funktion von S. 

Nun kdnnen wir schreiben : 

x=x(«)=jco8 r(«)cfc, 

y=^(«)=f8iu r(«)d«. 


(2) Ueber zwei Flachen, die eine Beziehnnsr zueinander haben 

( 1 ) 

In dieser kleinen Note mdchte ich zwei FJachen studieren, fUr welche 
das Strahlensystem, welches von den gemeinschaftlichen Taugenten dieser 
zwei Fl&chen gebildet wird^ eiu Normalensystem ist.^*^ 

Es seien die zwei Flachen (u^ v) und j (u, e). 

Nach unseren Yoraussetzungen fiber ^ (u, v) und j; (u> e) sind sie 
zwei M&ntel der Zentraldftchen einer Fl&che^ und aus einem wohl* 
bekannten Satz in der gewdhnlichen Dif&rentialgometrie ergibt sich^ dass 
diejenigen FlAoh^nkurven, l&ngs deren die beiden Flftchen von den 

(1 ) Nakajuca, 6. : ilber zwei FUcben, welobe eine Beziehung haben, Tdhoku Biatb. J* 
VoL 80, 88, 86. 



UBER PIJLCHE USD KUBVEN (n) 


219 


gememschaillichen Tangenten beriihrt werden^ geod&tiBche Kurven auf 
der einen bzw. anderen Fl&che sind. 

Daraus folgen die Beziehungen 

wobei 

GE„-FG« 

hGi-FE.’ 

® E^-GI„E 

aind. 

Betrachten wir wie oben zwei Gleichimgea : 


(1) 


J u d 

J«.+ -^-Eu+--yi=0 


wobei 


(2) ] 

v5v~" 5u 

bestehen/*^ dann folgt aus (I) ; 


(3) 



JiH. + 


d.li. 

(4) j«-+s«+(-^ rX'*‘(x'*'"rX“®' 


(4) iat ihyperbolisch in einem Gebiete (ti, v) -Ebene. 


(1) Nakajima, S. : Dber swei Fl^Cchen, welche eine Beiiehung haben, TOhoku BCatli. J. 
Vca. Ml, 88, 36. 

^2) Hurvvitz-Ooubant : Funktionentheorie, Berlin (1225), 8. £78. 
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Die durch 

(5) — du dv+dv'=0 

definierten Charakteristiken bildea jetzt zwei reelle Scharen 

(6) ^(u, D)=const, t>)= const. 

Mittels der Transformation 


(7) t?), v) 

wird (4) anf die „Ndrmalform*^ gebracht, Welche, wenn wieder w, v statt 
7^ geschrieben werden, lautet 




Die Charakteristiken von (8) sind die Parallelen zu den Koordinaten- 
achsen 


w= const., tJ= const. 

Der zu L(it) adjungierte DifFerentialausdruck ist 

<*> 

Dann wird^^^ 


J J (dL(Z)~-ZM(d))dttdf? 


= — ^(Qdt?— Pdu)4- J Pdw, 


wobei 


( 10 ) 




st. 


fl) Pascax, £.t Bepertorium der h6her«Q Analysis (1929) 13, Leipzig imd Berlin, 8. 

iifie. 



CHEB FL&OHE UND KtJBVBN (n) 


221 


( 2 ) 

Sei ein Punkt im iind ^ eine Loeung von 

( 1 ) 

*und setzen wir 

(2) J,=3'/9' 

dann folgt : 



Setzen wir 


C JLrf«' f jLdu 

( 4 ) * •«. 

dann ergibt sich anstatt (3) 

( 6 ) 

WO m und n zwei Funktionen von u nnd v bedeuten^ so dass 



bestehen. 

Axis (5), (6) folgen : 

(7) 

d. h. me-* ^ =n«« *■ 


Also folgt aos (7), (8) 
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(9) 


und aos (4) 




ergibt sich 




•7 


( 10 ) 



( 3 ) 


Weil 

( 1 ) 


dudv du dv 


gegen 

(2) v), v), 

invariant ist; so folgt aus (2) 


( 3 ) 


d^e 






du' df/ 


wobei 


f4) 


0=A 


2;'= 


du' du' 


da 

du' 


dv 

df/ 


du dv 

du dv 


du 


du' 
dv ' 


Bind. 

Also folgt; dass; wenn f,; ft zwei Losungen von 
Xdu dvssO 

Bind; (1) invariant ist. 

Betraobten wir nun 
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du du dv dv 


wobei h, I zwei Funktionen von u, v und 


dv V / du 



Bind, dann folgea aus (I) 


dv 





( 4 ) 

Setzen wir 

( 1 ) e,.+^0^+^0.=o 


in die Formen 

( 2 ) 

dann folgen 


( 3 ) 







^ — ^+0* 

i, ^ , 




Aus (3) foigen 
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;i* A* X 

= («.).+ JjLzAlf- . O.- 

Unsere lntegrabilitM.tsbedingang von (3) ist 

( 5 ) 

Wir betrachten 

(ij ^s«t»+^u+y;=o, 

wobei 

(2) y.«=i>Xu> Si=gX«;> (l>j g Bkalarl) 

sindi dann folgen aus ( 2 ) 

! luv=^Pvh^Pluv, 

iL ^Plu^ 

Setzen wir (3) in (1) ein, dann folgt^*> 

( 4 ; ^Plu^+ 9 &== 0 * 

Aber 



00 folgen auB (4), (5) 



(1) Vergl. QBAMvnOSff: Parallel maps of eorfaoea, Tranaaetions of the Amerioan Math* 
Society 38 p. 8D2« 
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Aus (6) erhalten wir 


so fo]gt 


'3=_*-5{¥)M->.ji2 j.; 
i=-£- 


9 

1 12 


) 2 


( 6 ) 


Wenn 

(1) 

Bind, dann folgt 

( 2 ) 

Wenn 

(3) 


S« =!>?.«. L.=9h> 


(p- q)i^+p.iu - guiv=o. 




(2) gleich ist, dann folgt 


(4) 

1 

1 

__ -9u 


X a 

1 

Aus (4) ergibt sich 




II 

1 

r 

^ W 

AI ' 

f 

(6) 

4 

^ 

II 

1 

/II ^ ’ 

al8o'« 






f, 1 1 N s (-1— r, )*- , 


j 

9 



(1) Veigl. Matbuicuba, S.: On some difTerential £(|uations IV, Journal of the Society of 
Tropical Agriculture vol. 6 (IWS) p. €2, Taihoku Imp. Univ., Fonnosa, Japan. 
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Es seien 


(1) 

W,«/(x,)=U,+iV„ i=T/-l ,i=l, 2, a 

(2) 

x^=Uj+iV, 


isfc, und wir betrachten jetzt die beiden Flftchen 


«), 

|x^=VX«, «), 


wobei Xjf Xj drei rechtwinklige Punktkoordinaten im und w, v zwei 
Parameter sind. Dann ergibt sich aus (3) 


( 4 ) 


/F=-F, 

E=G, 

G=E, 


wobei E, F, G; E, F, G die bezuglichen FnndamentalgrosBen enter 
Ordnong der Fl&chen slnd ; dann sind „AviUmeeoio Oarve“ und „Anii- 
aulomeooio Curve “ fiber F und F 


(6) (E-G)d«’+2(F+F)d«dv+(G-E)di^=0, 

(6) (E+G)dtt*+2(F-F)dMde+(G+E)dt>'=0. 

Die Bedingung daffir, dass (5) und (6) durch den Punkt (u, v) har- 
monisch konjugiert seien, ist die 

(K-G)(G+E)+(G-E)(E+G)-2(F+F)(F-F)=0, 

. BG-F-s-EG-F'. 

Beaeiohnet ntan mit J„ die Diskriminanten der beiden Gleichun- 
gen (5) and (6)> bo sind 
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4=r(G*+iy+2F0-2K, 
4= -.(G*+E^+2P‘)-2K, 
wenn unter K der gemeinsame 2^hler 
EG-F^=EG~F^ 

des Krummungsmasses verstanden wird. 

Es iflt also auch^*^ 


^2^ — 4K* 


Sind nun beide Flachen negativ geknimmt, also K negative so ist 
elne der Grossen Ji, Jg sicher positive d.h. es sind mindestens zwei reelle 
voneinander verschiedene Kichtungen jener Art vorhanden. 

Ist K positiv, so ist die Summe + negativ. Aber man kann 
leicht zeigen^ dass eine Diskriminante positiv sein muss, wabrend die 
andere selbstverstlindiich negativ ausfallt, so dass in diesem Falle nur 
zwei reelle Bichtungen vorhanden sind. 

Die Gleichung 


d.h. 


E-pG F(l+/0 
F(l+^) G-~/oE 



1 + 


2-A*-B* 
o 

1 + AB • 




bat bei 


d.h. 


/ 2-A*~B2 
V 1+AB 



E~-G^2F, E-G^2F, (P>0), 


nur reelle Wurzeln. 

Sind die Bichtungen von (5) und (6) Involution, dann werden die 
Doppelrichtungen mit^®^ 


(1) StXgkel, P. : i}ber Abbildungen Math. Annalen 44 (1894) S. 655. 

(2) Vues, A.: Dber isometriBcbe Fliicbeii') Matb. Aon. 46 (1895) S. .99. 



«Oji matbukttba 


d.h. 


dv^ ^du dv du^ 


Q -F 

! E F 



— Fdw® + (E — G)du dv + "Edv =0 


gegeben. 

Benutzt man die einander entsprechenden Kurvensysteme auf F, 
und F; als Koordinatenlinien 


const. 


TX&d 


vs=: const., 

so mogen die Linienelemente da^ und da^ von F, und F, gegeben werden 
dnrch 


d»i=Edw’+ 2Fdw dv-f GWv", 
c?^=GdM*— 2 Fc?m dv4- Edv^ 

Dann stellt die Gleichung 

0=:andM’+ 2a,j^dM dvH- , 

eine Doppelschar vonKurven dar, zwei Tangenten im Punkte (w, v) mit 
den Tangenten paaien der Kurven 

d«f=0 

tmd 

dal^O 

in demselben Punkte hanuonisch sind, wenn die Koedzienten an, und 
den Bedingungen gentigen : 

OsaOan ■— 2Fai2*^Ea22, 


OasEan Hh 2Faif 
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Dnrch Elimination von a,„ — a,, nnd erh&lt man dalier far die 
TiaeoTBchen Orthogonalsysteme die Differentialgleichung/*^ 

du^ du dv dv' 

G -2F E =0. 

E 2F G 

Dieae Gleiohung Btellt> aolange ihre Diskriminante 

J-(E'- G‘)*+4(FG+ EF)> 

nicht identisch verschwindety eine Doppelschar von Kurren dar, wobei 
E, F, G, reell sind. 

Wir kunnen die Beziehungen 

L=M, 

M=N, 

N=-M 

erhalten, da 



y. =-M 

(1) Oquba, K.: Note on tbe repreaentation of Surfaces, Toboku Matb. Joum. 10 (1016) 
a 90. 





8UJI ICATStTMUBA 


ttnd; bei unserer Transformation^^^ verwandelt sioh also 

(EM-- FL)- (GL-EN)i+ (FN- GM)jfc’==0^ 

di, di, dj, di, 

in 

(EN£FMMEM4^GM)^ 

dj, d^j di, dij 

and die Differentialgleichung der Haupttangentenkurven transformiert 
flich in 

Md«*+ 2Ndti de- Mdt?‘^=0. 

Burch unsere Transformation wird 




zu 

( 7 ) IXsM S«.^+ 

wobei 

1 EG^F^ 

-G„F+G„G+2GF„=0 

bestehen. 

Wir multiplizieren den linearen Difierentialausdruck L(^ mit einer 
Fonktion ^ und integrieren das Produkt iiber einen Bereich, dessen Hand 
eine geschlossene Kurve C ist. 

tlber die Kurve C seien dieselben Voraussetzungen gemacht, wie bei 
dem Gaussschen Satz (Diyergenz$atz) in der Ebene. 

Die Koeffizienten von (1) mogen in dem obigen Bereiche stetige zweite 
Ableitungen haben. 


(I) ScHiEFFEBS, Q. : Aowendung der Diflerentbl and Integralreofanang It (1922), Dritte 
^ Anflage 6. 182. . 

IjEHKAX, S. J.: t}ber ein Sjetem von FundamentalgrSssen dritter Ordnung in der 
Fttobenibeorie, Sitaangsberiohten der BUeerL Alnui der Wies. in Wien Bd. 126 
(1917) 8. 6. 



tJBEB PliXCHE UND KUBVBN (u) 


Wir formen das Integral nach dem GAiTBsschen Satze nm ; n bedeute 
die Bichtung der inneren Normale, da das (positiv genommene) Bogen- 
element der Bandkurve C. 

Man erh&lt 


w* ' 




8i 

du 


cos 


(nv) 



Um es kurz zusammenzufassen, erhalten wir schliesslich eine Gleichnng 
in der folgenden Form; 

= J {9P(9) -^P(E) + * > 

hierbei hat M(p) die Bedeutung: 


M(s)=^^- + -J- + 2- 

CV' ou 


^ / dx 

\ dv 




und heisst der zu L({) adjungierte Diflferentialausdruck. 

Mit bezeichnen wir den Liniaren Differentialusdruck 

P(E)=^-|^ cos (fw), 


sohliesslicli mit B die sogenannte adjungierte Funktion 
B — COB (nw) 4- — <7^ cos (nv)* 



86J1; MAlBUIfUBA 


Man beachte, dass der Difl^rentialansdruck M(^) dnroh den gegebenen 
Dit&rentialausdruck L(]^ eindentig beBtimmt ist, wfthtend P(^ und iR 
auch von der Kurve C abh&ngen. 

Wenn 


( 8 ) 


E _ F _ G 
L M N 


besteht, dann neunt man die Ponkte anf der Fl&che Nabelponkte oder 
Ereispaakte. 

Dorch unsere Transformation verwandelt sich (8) in 


( 9 ) 


G -F E 

M N -M ■ 


Die uberstrichenen Buchstaben beziehen sich auf die Elemente der 
Parallel flftche einer gegebenen Flache (x, y, z) im Abstand a, dann 
tranrformieren sich 


( 10 ) 


in 


( 11 ) 


wobei 


■E= (1 - a"K) E - 0 ( 2 - oH)L, 

F= (1 -o K)P- 0(2 -oH)M, 

' G=(l-oK)G-o(2-oH)N, 

x,_ LN-M^ tt_ EN-2PM+GL 
, EG-F- ’ EG-F* 

/ G=(1-o’K)G-o(2-oH)M, 

, _F=-(l-a’E)F-o(2-oH)N, 
E=(1 -o"K)E+o( 2 -oH)M, 

“ EG-F^ ’ 

-GM+2M+£M 

Ix= _ _ 


Binds 
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( 8 ) 

8 uni 8, seien zwei Flftchen, die sich einander durch parallele 
Tangentenebenen und wir bezeichnen mit x, y, z; Xj, y„ 2 , als korespon- 
dierenden Punkten auf diesen Flftchen. 

8etzeu wir 8 und 8i in den Fonnen : 


(- 1 ) 


3*1 

da 





dx dxi dx ^ 

dv ^ dt? da 



U.B.W. 


wo Funktionen von u und r sind, dann folgt 

! E,=;E + 2;/iF+)m‘^G, 

F I = ^<tE 4- (Ar />w)F + ftzGf 
G. = ^^E+ 2 ^rF+ra 

wo E, F, G ; E„ F„ G, erste Fundamentaegroszen von 8 und 8, sind. 
Wenn 


(3) 

E,=F,=G,=:E=F=G, 

dann folgt aus 

(2) 


/1=^ 

(4) 

J 1 ==X(7 + (^r+ /ir, 


\1 =s: <7’ -f” 2<Tr+ r j 

d.h. 


(5) 

^4-^=r + i7. 

Wenn 


(6) 

E=E„ F^F„ G=G, 

ist; dann folgt 

r 0= - 1)E + 2;/iF+ ^“^G, 

(7) 

< 0=s^<tEh- I)-!- /i^G^ 


0 =<yE+ 2 <TrF+(r"~l)G, 


d.h. 
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( 8 ) 

Wenn 

( 9 ) 

ist^ dann foigt 

( 10 ) 



2Xfi 


ia 

lr+ j«<T— 1 



2tTT 



=0 




;i=r=: 0 . 


Wenn (6) moglich iat, dann ergibt aich aus (10) : 
dxx „ ^x 


( 11 ) 


du 




0X, _ dx 
dv ^ du ^ 


d.h. 


E,=/iG, G,=/iE, F,==/iF. 
Ana (3) ergibt aich /4=1, ao foigt 


I dxt __ dx 
du dv 


dxi __ dx 
( du * 



( 

ax 

I 3« ■ 

=^a. ’ 

j 9*1 . 

_ a dx 

1 

pt du 


wobei a eine Wurzel von 

x‘’~2x‘*— x+l=0 

iat. 


u.a.w. 


U.8.W. 


U.8.W. 


%ti8 (12) eigibt aich 
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/E,=//G, 

, F,=aT, 

G.=-^E, 

V 


E,Gi — F|^=£i‘'(EG — F'), 

aber aus (6) muss a=l sein, das ist ein Widerspruch. Es folgt der 
Satz : In unserem Falle existiert (6) nicht. 

Femer betrachten wir den Fall (11)', dann folgen 


so geht 




E = F=:G=:E,=F,=G„ 




*«« 




(Xi)uv 

(*.).• 

(*■). 

L= 

1 

D 

S'.. 

Vu 

Vv 

1 

D, 

{yi)uv 

(yt)r 

(Vi). 



^uu 






(*.). 



^uv 

X„ 

Xv 


(®l)w 

(*l). 

(^i). 

M= 

_ 1 
■ D 

Vuv 

Vu 

Vv 

1 

I>, 

■ (yOw 

(.Vi).' 

(y.)« 



^uv 

«« 



1 (^i)pi> 

(®i).’ 

(*l)o 




Xu 

x^ 



(*i). 

(*.). 

N= 

r- ft 

yw 

Vu 

Vv 

1 

I) 

(yXv 

(y.).' 

(Vi). 







{^\)uv 

(*.). 

(*i). 


Ijdvr+ 2Mdu Ndt?’=0 


( 16 ) M,du^+ 2N|dw dr+M,dv =0 

uber, also erhalten wir den^*^ 

(1) Kisekhabt: Associate Surfaces, Math, Ann. Ihl. 62 (1906) S. 507. 
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Satz : Durch unsere Transformation geht (15) in (16) liber. 


( 9 ) 

Man kann bei 


«')» «')> 

( 1 ) 

in die Fonn 


( 2 ) af.uu+^hu>’+nv,+hu+^=^ 

libertragen, weil aus 


(3) 


a=l 


du du 




Zu' 
f 3m 




^ Z%f 


3t? ^ 3fj 


du' 


r--J 


dv dv 


0u' dv 


r> 


Zu ^ 

~W' >’ 


a, Y zn bestimmen sind. Nun das System iinearer partieller DifTeren- 
tialgleicbungen erster Ordnung: 


(4) 


I Ctt ov 


ist, wie die Elimination von { zeigt, Equivalent der linearen partiellen 
Diflferentialgleichung zweiter Ordnung ; 

|«,n_g.+(«,p+H-^+W-g- 

I =“■ 

Soli nun umgekehit die Gleichong (2) auf ein System (4) zniQok- 
fUhrbar sein, so muss dieselbe die Fonn (6) besitzen, duh. es mugs mbglicb 
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sein, durch die Bestlmmung der vier Groaaeu Wy fx, Oy p den fiinf 
Gleichungen : 


(a^touy 2^ss:a)p-\- fJBtJy Y=pp} 


( 6 ) 


du 

du 


+ f es=ai 


du 
dv ’ 


du ^ dv 


identisch zu genugen. 

Au0 (6) folgt 

a>/o+ p.u=2^y 

Wir wollen 

<op— fiu= ± t/ a)'=s2J 

setzen ; also : 

cDp=:^+Jy pu=^—A und 

,,=hdL, j^=i±A. 

u u u a 


Die Werte von ofy p m den letzten beiden Gleichungen ( 6 ) eingesetzt^ 
sind : 

Bildet man 


80 kommt 


— ud _^ + ye-i— , 

ir V 


e_ 3 ^ + 03 -J) 3 

u du u dv 


JL 

u 


Dieser Dififerentialgleichung muss 
Setzen wir noch ; 


— genugen* 

u a 



s6ji haosumuba 


(7) L=.-i±ia-. ® i±l, 

a ou a cv a 

60 wird die Bedingung flir die Audosbarkeit voa (6) : LasO. Diese 
Methoden sind auf das Kesultat von §2, §3 und §4 anwendbar. 


(3) Ueber konvexe Kurven und Flftchen. 

Wenn Medial surface einen Nabelpunkt hat, dann ergibt eich 


Pu^P'u=Pv — p'v9 

wobei p^, pi I pi, p'^ Hauptkriimmungsmdien im G^genpunkte der Eidlu^he 
eind. 

Auch besteht zwischen p^, p„; p'„ die Bezihung 


wobei 


3^ 

3u* 0v* 




h ,= — ?_ und 

Pv. Pa Pv Pv 

6 ind/‘> 

Fiir den Winkel a der Haupttangenten mit der ersten Hauptkriim- 
mungsrichtung ist^’^ 


tan a= 



pv pv , 
Pa — Pu 


(4) IJber Minkowskis ffemischten Flicheninhalt 

Sind p und q die Abstande des Ursprungs O von den Stiitzgeraden 
zwei geschlossener konvexer Kurven (Eilinien) und 8{p), 8(q) die zuge- 
horigen Bogenl&ngen, so ist 

(1) Oanapa^ti, P. : On central Ovals, The Journal of the Indian Mathematical Society, 
Tol. XIX (1032) p. 225. 

(2) Hayashi, T. : On a theorem due to Prof. Nakajima in the theory of surface, Tdhoku 
Moth. Joum. vol. 61 (1929) a 427. 

<3) Borbffzbs, Q. : Einfahrung in die Theorie der Flachen, Berlin und Leipsig (1922) 
8. 657. 
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( 1 ) 

bdkanntlich der sog. gemiachte FIftcheninhalt der Eibereiche (p) und (j)* 
Insbesondere Bind 

(2) r„=F(|,), F«=F(g) 

die gew5hnlichen Fl&cheninhalte von (p) bezw (9). 

Nach H. Minkowski besteht fur die Grossen die Ungleichung 

(3) 

in der das Gleichzeichen dann und nur dann gultig ist, wenn (p) za (9) 
homothetisch, d.h. fthnlich und abnlich gelegen ist.'.i 

Favard^*^ hat fiir den gemischten FllU;heninbalt eine obere und eine 
untere Schranke angeben, welche ausser von den FllU^heninbalten auch 
von den Umfangen von (p) und {q) abh&ngen. 

Wir wollen hier jene Formeln dadurch verallgemeinem, dass wir 
dabei die Umfknge durcb gemiachte Flacheninhalte von (p) und (g) 
bezuglich einer dritten Eilinie (r) ersetzen^ deren Fldoheninhalt 

F».=F(r) 

dann auch noch in die Abschatzungen eingehen wird* 

£s ist 

F„ = F(p + «r) Fn + 2 «F, 3 + 

F„=F(g+er)=F224- 2<F23+ 

F,,=-^^ (p+ «r)d«(g+ <r) 

~ S|2 “b "b ^r.i ”1” 

Analog (3) ist nun 

FL^F.,F„. 

(1) Fava^d; 8ur les in^galitte de Minkovtski, Matematisk 'Hdaskrlft 1930^ 
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Daraus folgfc fiir alle positiven Werte a, t nach einer knrzen Rechn- 

nng 

(4) 

+ 28(Fi2F23— Fi3F2j) + 2<(F,sFj3 — F28F,^) 

+ (i^,^F„F«)^0. 

Es ist nun schon eatweder 

F 12 F s'l^Fj.^Fj.. 
odor F,2F3,.^F,3F2‘„» 

Beim Ersteren ist die nachher abgeleitete Formel (1) erst recht giiltig, 
und auch folgt, da die quadratischen Bestandteile das Vorzeichen nicht 
wechseln diirfen, aus dem Letzteren, 

(I) 

Dies liefert eine uotere Schranke fur Sjj. 

Wir wollea nua eine entsprechende obere Schranke herleiten. 

Es ist : 

P„(V+<g,r)=-L^(^+(gf)dg(r)=«P„+tFj., 
F(tp+fq)=:8"F,, + 2db\+t'F^ 

also analog (3) : 

(aF,3+eF^)^F3,- [sT„ + 2s«F,,+«-F^] 

Oder 

( 6 ) s(Fi,- F„F^) + 2«« (P, :P„ - P, +V(^„- 

Ist hier 

PigPg— PiJre^Oi 

so gilt die sp&tere Ungleichuag (11) entt recht. 

Anderiifalls folgt aber, da die letzte Ungleichtuig fur alle positively 
a, t gilt/*' 

(l) Ve«|^. itATBUMUBA, 8.: i)ber Minkowskis gemiaiditen Flacken, Jap. Journ. of Math. 
VoL n; (1938) p. WL 
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(II) (l— ^)(l- 

Alls (I) und (II) folgt^ noch bei einem Vergleich von (4) und (5), 
dass die quadratische Form (5) fur alle moglichen s, t semi-debnit ist. 

Schreiben wir fur die eckigen Klammern in (I) und (EE) (123) 
bzw. [123], so ergibt sich bei zyklischer Vertauschung aus (I) und (II): 

(HI) (123) (231) (312)^-|u|j^^l23] [231] [312], 

r 22-r 2.-^ SI 

WO die Gleichheitszeichen fur homothetische Eilinien giiltig sind. 


(5) Uber gremischte Volumina im vierdimensionalen Ratim 


1. Es seien 

die Stiitzfunktionen von Eikorpern im II 4 . 

Das Volumen des Eikorpers mit der Stutzfunktion 

4 

( 1 ) (r,> 0 ) 

1 

ist dann 

4 

(2) V(H)=S <. Vikifn^iTiTiT^. 

1 


Hierin heissen die Koefbzienten 

Va,^=V(H„ HJ 

nach Minkowski bekanntlich gemischte Volumina. 
Ist speziell 

r, + ri=l, 
r,=:r4=:0, 

so gilt , der Satz von Bbunn und Minkowski 
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(3) f'V(H) ^r,^V(H,) +r/'V(H,), 

Atis dem dann z* B. mit Hilfe von (2) folgt : 

(4) Vrn,^V„nV„^LVnn = V(HO]. 

Nach einem Hinweis von W. Suez will ich hieraus eine weitergehende 
Ungleichung herleiten, von der (4) ein Sonderfall ist. 

Ich behaupte n&mlich, es ist 

( 6 ) imV 1133« 

Um (5) aus (4) zu erhalten, schliesse ich mich dem Minkowski (Ges. 
jLbh. n, S, 260, Nr. 38) an. 

Wir setzen 

4 

( 6 ) P<JbJ tArlJt* 

'Dann ist fur 

4 

1 

4 

y(H, H, H, H)=V(H)=V„„(H)-S<3] 

1 

V(H, H, H, H)=Vn.2(H, 

V(H, H, H', H0=V„«(H, H0=SPi*.Wr 
'Wenden wir jetzt (4) auf die neuen Grossen 

V(H, HO U.S.W 

an, dann erhalten wir 

Nun sei noch 

Pij 

><wobei pi beliebige reelle Zafalen sind und i so gross, dass 

ist. 
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Bann wird 


{^^iklU^kpl ^^iklW^kT^t)(^^iki^iPkPl ) 

Jetzt setzen wir 

r,=r2=r4=0, r=sl* 

Dann wird nach (6) 

^ SRk ip kip kptj^ 

Hierin sei noch p^=zp^=:0 : 

2 

(V ; - 81^1 + V XJZ?pt) ^ V tSklpkpl)* 

Da die />< beliebige reelle Zablen sein durfen, kann die linke Seite zum 
Verschwinden gebracht werden. 

Es muss also aus der quadratischen Form rechter Seite^ welche 
fur positive 

Pk} pi 

positiv ist, auch ^0 gemacht werden kdonen ; ihre Diskriminante musa 
also der behaupten Uugleichung (5) geniigen, w.z.b.w. 

Es fragt sich, ob man anf diese Weise auch eine entsprechende 
Ungleichung fur das allgemeinste gemischte Yolumen Vjjm erhalten 
kdnne. 

Im tritt an die Stelle von (4) 

(4') 

und man gewinnt daraus auf ahnliche Weise die der (5) analoge Un- 
gleiohung 

2» Wir wollen nachst hier eine Integraldarstellung durch die Relativ- 
Kriimmungsradien der Hyperfl&chenpaare mit den Stutzfdnktionen H,r 
Hsi H, angeben. 

Ist dOi das Oberflfichenelement von (Hi)> so ist bekanntlich 
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m 


wobei 

(2) j3ij.s(RiRj4‘R'iK'.+K.j3’3)i2 

und die R< die Relativkrummungsradien von (H,) ^eziiglich (Hj) als 
Eifl&che Bind. 

Fiir Relativkrummungslinien-Pammeter von (H,) zn (Hj) erhalt 
man femer 


=— fHrA, + — — ¥;, + — h k '\do^ 



Durch Koeffizientenvergleichung und Beachtong der Syrametrie in 
den Indices 1 und 2 erMlt man damns 



Wenn 

S^t = ( Ri + Rj + R.. )2i 

ist, so ist (3) die beabsichtigte Erweiterung von (1). 

Auch. hiar bleibt die Frage nach entsprechender Behandlung des 
allgemeinstea gemischten Volamens unbeantwortet/'^ 


(1) Vefgl. Matbumuba, S. : Dber gemischte Volumina in vierdimenBioDalen Baum, TShoku 
Katk VoL 36 (1682) p. 182. 
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(6) t^r konvex-ffescMosflene Flichen 

Aus meiner Arbeit'*^ folgfe der 

Satz : Die Fl5che ist dann und nui- dann von konstanter Affin- 
belligkeit (R+H^konst.), oder die Affinkugel, wenn die beiden af&nen 
Hauptkrummungsmittelpunkte j, ^ von Gegenpunkten zusammen oder 
komt. Abstand haben^ wobei 

8=E+R») 

ist/« 

Geht man von einer Flache j (ii, r) dadurch zu einer Parallelflache 
liber, so erhalt man 


(1) 

ri=con8t. (Parallelflache) 

oder 


(2) 

w-rTi= const. 

Aus (2) folgt 

ri==const. (Parallelflache). 


Man kann auch iiber projektive Kriimmungsmittelpunkte ahnliches Re- 
sultat erhalten/®^ 


(1) Matsumuba, S. : Dber konvex-gesoblossebe Flachen, Tdhoku Math. Journ. Vol. 36 

(1933) p.193. 

(2) Blaschke, W. : Vorlesungen ttber Differentialgeometrie, Berlin (1923) S. 158. 

^3) Bj^abchke, W.: Vorlesungen fiber Difierentialgeometrie (1), Berlin (1930) S. 119. 




Beitrage ziir Geometrie der Kreise und Kugeln (111) 


S6ji Matscmuba 

(Accepted for publication, Junuarj 20th, 1933) 

(1) Betrachten wir die Kreisscharen^*^ im Rs : 

(1) H] 

wo j9*, die skalaren Grossen bedeuten. 

Setzen wir 

( 2 ) 

so erhalten wir durch Buscheltransformation 

M.99)— (!>•'* + “ + 9*7’) 

(3) =(l>‘)’(«‘‘f)+J>V[(^7'')+(fY)] 

+(9‘)W)- 

Setzen wir 

(4) .^)=A(e,)=A(,^), 
v(?Y)=A(:7)j), 

BO folgt 

(6) A(f)jo)=|)'*A(ff) + %)VA(fty)+3‘A(5)y> 

Man kann somit als binUre quadmtische Form in den Ver- 

(1) Kakajima, S.: Difiereatialgeometrie |der Elreisscharen (X[), Tohoku Math. Joum. 
Vol. 34 (1931) p. 194. 

[Mem. of the Fac. of BcL and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. Y, Kc. 7, 
April, 1988.] 
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Bnderlichen p* und q* ansehen ; es l^t sioh leicht zeigeii; dass (5) 
positiv dednit ist, d. h. nicht negativ ,wird, welchen Wert jp* und q* 
auch haben mdgen. 

Ist in der Tat'^ 

0<jp‘A(ff) + + q*k(rp]) 

+ (9-)*{A(ff)A(w)-W}], 

SO muss 

A(cf)A(,^)-A(e,)*>0 
sein, damit (5) positiv definit sei. 

(2) Wir betrachten zwei Kreise im R.,, bei denen alle Kugeln durch 
den einen Kreis den Winkel f mit dem andern bilden. 

Ist 


eine normierte Kugel durch einen Kreis Jl im R,, wobei 

(1) ^^=jo^jA»i>=l 

ist, so muss 

(2) co8Y=/>,PjT"‘ 

sein. 

Betrachten wir k in dem Falle, dass cos^^ diesen Wert ann&hme, 
dann haben wir aus (1) und (2) 

r 

i p^,T>=K. 

Wenn 


(2) KmcatimAi S.: BifTerenliAlfeometpie der Kreiseehftren (V), Tdhoku M«tk Joum. vol 
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eine quadratische Form mit beliebigen reellen Koeffizienten ist, so gilt 
sicher (T'*)*— T”.T^^O, d. h. die Form ist also indefinit. 

Wonn (/)„ p) alle Paare von ganzen rationalen Zahlen mit Ausnahme 
des Paares (0, 0) durchlauft, so durchlAuft die Form eine abzahlbare 
Menge von reellen Zahlen, und man kann nach der unteren Grenze der 
absoluten JBetrage dieser Zahlen fragen. 

Eine Absch&tzng dieser unteren Grenze ist enthalten in dem folgenden 
von Korkine, Zoix)TAREFF und Mabkoee bewiesenen^'^ 

Satz ; Sind T'S T" reelle Zahlen (T'7-T”.T«>0, so gibt es 
unendlich viele Paare von ganzen rationalen Zahlen fur welche 


|cos>; = |/>fT‘^ 


^ 7^5 


ist. 


(3) Eine binare quadratische Form 
(1) (T“, T'S T'-0^T“/>!+2T‘V./>.>+T*>i 

geht durch die Buschelsubstitution 

( 2 ) p^= xp, + pp, + vp^ 

in 

(T“, T‘S + 


uber, wobei 


( 3 ) 


f " =T' V+ 2T'V + TV. 
T‘*=T‘'xA + T'»(xv + Xfi) + T“/iv, 
T"=T‘' A* + 2T'V.; + T-V, 


d. h. 


(1) Vgl. Marboff, a.; Sur lea formes quatlratiques binaires indefinies, Math. Aniialen 15 
(1879), 8. 381-406, 

Perron, O. : Eine Abscbatsung fiir die untere Grenie der absoluten BetrSge der durch 
ehie reelle oder imaginilre bin&re quadratische Form darstellbaren Zahlen, Math. 
Zeitschrift 35 (1932), 8. 563. 
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T'*, J)=(T", i”', T“) ; 


al8o^*> folgen die Beziehungen 

(T", T“, I^)=(T", T"*, T“) 

(-T", T'*, -T“) T" -T“) 

(T", T'*, T‘* T*®) 

t wo t 

Wenn T*^ invariant ist, dann folgt aus (3) 

Xfl fjt- 

x\ (xv+'/i— 1) /Jif =0 


wo ad— /9=1. 


Durch die Substitution 

pi—TPi’^Sp^} 

wird (1) in eiu zweites Quadrat 

A/>J+B//2 

transformiert. 

Durch EinfUhrung der Ausdriicke //, und Transformations- 

gleichung 

T”/>f + 2T'V.^,+T-Vi=A^+B^| 

ergeben sich sofort die drei Gleichungen 

T»a*+2TV+T'Y=A 
T‘*a^ +T‘»(ad +T'V= 0 

(1) Omedoeb, J, a.: tjber die sahlentHeorisohe Keduktion der biniiren quadratischen 
Pormen, Sitsungsberichten der Akad. der Wm, in Wien, Bd. 127 (1918) 8. L 
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Die erste und dritte dieser Gleichungen dieneh dazu, die neiien 
KoeQizieiiten A, B aus den gegebenen Formen T”, zu bestimmen ; 

die .zweite enth&lt die von den Substitutionskoeffizienten zu erfiillende 
Bedingung, damit die gegebene Form in ein Aggregat zweier Quadrate 
iibergehe. 

Fine wesentliche Aufgabe ist daher, die Gleichung 
+ T%ad + r ^) + TV =0 

aufzul5sen. 

Der blosse Anblick dieser Gleichung fuhrt sofort zu der Beschrto- 
kung, die man den gegebenen Formen T", T‘‘, und auch den 
Unbekannten a, ^9, y, d auferlegen darf, ohne der Allgemeinheit der 
Losung wesentlich Eintrag zu tun. 

(4) Es seien zwei Kreise Si, im R, gegeben. 

Ist 


9 =/>•?.• 

eine normierte Kugel im R, durch it, so konnen wir 

( 1 ) = l 

einsetzen. 

Dann muss 

(2) cosV=:T«Va,«{» 

sein, wo ^ den Winkel zwischen ^ und ^ bedeutet. 

Wenn 

(3) co8y=x- (x<ll 
ist^ dann foigt aus (3) 

(4) (T“ + 2(T'-~;f‘’A»>,^,+ (T-*-/AVi=0 

Nun betrachten wir die folgenden Kreisscharen 

(.5 ) ap] + 2bp,p, H- C|f4==0. 
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Die Bedingong dafiir, dass (4) tmd (5) gemeinsame Wurzeln haben^ 
ist die, dass 

(6) Ks[(T” 

+ 4[(T‘2- x^A}^)a - (T” - x'^A’O^ 

X [(T'^-;e^A'*)c-(T**~x‘^A«)6]=0, 

Oder in der BooLEBchen Form 

( 7 ) R=[(T‘* +(T^" -x‘’A> -2(T'* 

-4[(T” ~x A'^)(T^-x"A“)~(T‘^~x’A»0'](ac--5")==O ist. 

Also folgt der 

Satz : Die Bedingung dafur, dass zwei Kurvenscharen (4) und (6) 
gemeinsame Wurzeln baben, muss (6) oder (7) sein. 

(5) Wir betracbten nun 
(1) cosY=^‘^ 

wobei X ein Parameter ist. 

Aus (1) folgt 

A-PB=0, 

rA^TVf + 2T‘> Oder 

(B^A VJ + 2F> p,+ A«/4= 1, ( BhsS AViO* =1, 

(i, i5:=l, 2) 

Dann bescb^lfbigen wir ims mit dem Amdruck 
(4) A->IB, 

Dann ist 

. (6) DsS±(T»~rA”XT"-A'A«) 

die Determinante der Scbar (4)« 


( 2 ) 

wobei 

( 3 ) 

Bind. 
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Wir verstehen unter eine willkurliohe Vertoderliche \md se^zen 


A-.>IB=C, 

wobei (h 2) 

ist, BO ist also 

und die Determinante 


|C|=iT-;i^A'= T”~;[^A" 
T‘^-;iA'2 

von C verschwindet nicht identisch, da 

IT 1+0 


T--;i-A‘^- 


ist. 

Wir setzen, unter <7^ neue Veranderlichhe verstanden, 


1 

2 

1 

2 


0A , aA 

^Pt ^Pi 

(-—a+ 

V ^p^ ' dpi 


«r.)=P». 


Die symmetrischen bilinearen Formen und P* heiszen die Polar- 
formen von A bezw. B. 

Fiir 2) geht P„ in A, P^ in B, also die Schar T— ^-A 

von symmetrischer bilinearer Form in die Schar T—^^A von quadraticher 
Form iiber, da 


(b M 2) 

sind. 

Es ist femer 


(6) |T-a-’a;=,p.-;'p»1 

Durch die Substitution 


( 7 ) 


pi ^li pi + Pi 
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mit nicht verschwindender Daterminante 

S^«14a22=A 

gehe nun A in B in 93 uber. 

Setzen wir noch 

a3-S'A**Vi^, (», ^=1, 2) 

und 


(8) + (»=1> 2), 

so geht bekanntlich durch die kongruenten Transfonnationen (7) und (8) 
P« in 


(h ^- 1 , 2 ), 

Pft in 

(i, i=l, 2), 

also die Scbar 


in die Scbar 




liber. 

Aucb das Umgekehrte ist richtig: Geht durch die kongruenten 
Tranrformationen (7) und (8) in P^ so iiber, geht durch (7) A in 21 
iiber, u. s. w. 

Nun ist 


also wegen (6) muss auch 

|A-;*B!=a*i a-;*b| 

sein. 


(6) Betrachten wir nun die beiden Kurvenscharen 

(1) 


const, 
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( 2 ) const.^(efi,)dt^+2(efi^)didT+(e^0^^^ 

(2) ist danu die Kurvensohar von Minimallinien, wobei constant 
immer Null gleich ist. 

Setzen wir 



2/'-K(A, A) 

sinoi = e — - — ^ \ - L , 

/H(A, yl)*-4K(A, A) 

wobei to den Winkel zwischen (1) und (2) bedeutet, und e und s' als 
+ Oder — bezeichnet werden. 


(7) Es seien r Kreise 

im 11, bei denen alle Kugeln durch den it, gleichen Winkel mit dem 
andern bilden. 

Ist 

eine uormierte Kugel durch mit 

BO mussoQ auch 

cosV,=p.OpT,*>' 
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COB'=<Py=P,Pm* 

unabhilDglg von p, sein, wobei der Winkel zvriscben ^ und A< ist. 
Das ist moglich fiir 


und 


Es folgen^*^ also 


T/** prop. A®** 

prop. T/P, (k=2, ...r). 


A®PD*D<» ; A/PDp£=const. 

(8) Ist die oo' Schar von Eaumkiirven durch die Gleichungeu 
gegeben : 


«■» «-» •••«»)> £”=5“(^ «•» — “«)> 

Xin=si“(<, a„ a,, 

«» 2, ... (n-1), 

so haben unendlich benachbarte Systemkurven nur dann einen Ponkfe 
gemeln^ wenn die 3 + (n>-l) Gleichungen zusammen bestehen ; 



und 

(v=l, 2, ...(n-1)), 

i-1 * 

skio die in der Matrix 


(1) T«rgl. Nakajiha, S. : Difierentialgeometrie der Kreisscbaren (I), Tdhoku Mstha 
Joum. VoL 81, 8.26. 
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i£_ -»£1 IgL 0 ... 0 f 

Zt Zt u 

Zai Za^ 0a, 0a, * 0a, 


¥ ... 

I ^On 

enthaltenen (n + 2) Determ inanten von der Ordnung (n + 1) verchwinden, 
und die bo geforderten Gleichungen durch n Funktionen a,(<}, ...a«(<) 
identisch zu erfiillen sind. 


(9) Eine Schar von oo^ Kurven 




hat sur Einhulionden eine Flache, in deren Punkten 


3(<, a„ a,) 

ist ; und eine Schar von oo- Kurven, welche durch Gleichungen 
« 1 > «-> «)> «o fl’j « 2 )> = a„ ao, a) 

a;(a„ a)=0 

gegeben sind, besitzt wieder in einer Flache ihre Einhiillende, in deren 
Punkten aber 

X"> •») -A 

8(<, a„ «, «) 


ist, u. s. w. 


(10) Handelt es sich endlich um die Einhiillende einer oo^ Schar 
VO Flachen, welche durch die Gleichungen 

S’=£‘=(<» *■» «)> S”=S“('» “)» »•» «) 

dargostellt seien, in denen a wieder einen Parameter zur Unterscheidung 
der Fl&chen von einander bedeutet, aber t und r die Parameter zur 



258 


SUJI MATBUMUEA 


PunktbeBtiminuxig auf der einzelnen Kreisfl&che (a) slnd, so fQhrt eine 
Erw&gung glelcher Art wie fruher zu dem Ergebnis : der Ort von 
Schnittlinien unendlich benachbarter FllU^hen der Schar^ d. h. die 
Enveloppe; ist durch die Gleichungen 

h «)» X“=S“(<» a), r, a) 


definiert, wean nur a als die durch die Gleichung 


Tit, T, a)s= 


d(t, r, a) 


¥ 

if 


dt 

dt 

dt 


if 


0r 

dr 

8r 



ifi 

da 

da 

da 


bestimmte Funktion von t und r betrachtet wird. 

Niin soli wieder die Identitat der Tangentenebenen in den gemein- 
samen Pimkten der Flache (a) und der Enveloppe erwiesen werden, 
welche keine singul&ren Punkte der ersten Fl&che 8ind> wo also die drel 
Funktlonaldeterminanten aus je zweien der Funktionen 5*, j”, nach 
i und T nicht alle verschwinden, und ferner soil auch der Ort der 
Schnittpunkte aufelnanderfol gender Charkteristiken der Einfullenden 
betrachtet werden, d. h. der Ort von Schnittpunkten aufeinanderfolgender 
Schnittlinien unendlicl^ benachbarter Flachen (a), (a + da), (aH-2da+d*a)... 
d. i. die sogenannte Buckkehrkurve. 

Geht man von drei Kreisflachen (a), (a4- J,a), (a+J/z) aus, so gel ten 
fui* die Koordinaten der ihnen gemeinsamen Punkte die Gleichungen 

r, a) r, a) r, a) 

+ t+JjT, r, a)=0, 

T+djT, r+J,r, a+J,a)=0, ... 

und wenn man die drei Kreisfl&chen unendlich benachbart wahit, so 
ergeben sich bei *dem Grenzu^ergang aus den zweiten drei Gleichungen 
die Bcaiehungen 
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d. h. es muss 

F(<, r, fl)=0 

sein. — und um die Beziehuagen zu erkennen^ welche bei dem Gren^uber- 
gang aus den letzten drei unserer Greichungen entspringen, beachte man» 
dass 


lim[j[;\< + J,<, T + J^T, a+ + J,<, r+J,r, a + J,a)]= 





ist, fiihre mittlero Grossen Jt, Jr, Ja aus J.Jt und J,<, J^r und Jjr, J^a 
und J,a und setze den letzen Ausdruck in die Gestalt : 


‘ 2 !! dp 


dtdr 




WO 7j ein aus ^H, Jr, Ja zusammengesetzter Ausdruck von hoherer Qrdnung 
als der zweiten ist) dann ist ersichtlich) dass die drei Gleichungen bestehen 
mussen : 


, ^ 

de 

W -sP 


WOr 


dp dtdr dr^ dtda drda da^ 


aar= 



260 


sOji matsumuba 


dt^- "" ^ dldr 3r* dida ^ drZa do? 


und jetzt kann man sagen : in jedem Punkte der Ruckkehrkurve ist 
erstens F(t, t, a)=0 und muss zweitens die Bedingung erfullt sein, unter 
welcher die letzten drei Gleichungen (A) in Ruckslcht auf die Relation 
F=0 vertraglich bestehen. 


(11) In dem Falle, daB die oo’ Kreisfl&chen die durch die Gleichungen 
von der Form 


«» /*)> S°=S°(<> «> ^)» «> i3)> "(«» ^)=0 

gegeben sind, dient zur Bestimmung der Einhullenden die (ileichung 

M r. „ 

d(t, r, a, /i) 


und die Ruckkehrkurve auf der Enveloppe wird durch eine Relation in 
^ gekennzeichnet, die durch Nullsetzen einer solchen unter den 
Determinanten der Matrix 


3/ 

JsL 

¥‘ 

¥* 

0 

dt 

dt 

dt 





¥* 

¥” 

0 

3r 

dr 

dr 

3r 



is'_ 

_3S« 

¥" 

0a; 

da 

da 

da 

da 

da 


¥ 

3j.i 


dio 

3^ 

¥ 

3^ 

3^ 

¥ 


entsteht, welche die Elemente der ersten und letzten Kolonne enthftlt, 
also z. B. durch die Gleichung 




dj d(sP^ _d/ d(s”s^ 

dt d(ra^) dr d(a^) da d(fitt) 


3^ 3(<r«) ’ 


von der man selbstverst&ndlich zu der Gleichung 0(1, r, a)=sO zuruckgeht^ 
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indem 


ist. 


Qi(oif ^)=j9— a=0 


(12) Die AusdehniiDg der RechnuDgsregel auf den Fall^ wo die oo^ 
Schar von Krelsfl&chen Gleichungen mit n Parametem 

r, J"=S"(<, r, a„ r, «„ ...a,) 

«»v(«i» -•an)=0 iv=h 2, ...(n-1)) 

gegeben sind, bedarf kaum einer Erwahnung; dock sei noch folgende 
Bemerkung gestattet : 

Die Bestimmung der Enveloppe von c»‘ Kreisflachen 
(a) r, a, /9), r, a, ?), =£”£"*(<> r, a, ^), 

ifit zu deuten als Ermittlung eines allgeineinen Integrals einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung 

<!'. s“. r. ^4;)-o 

aus dem vollstandigen Integral 

(b) S*=S*(<, r, a, ^), T, a, ?), K™=r(<» r, a, ^). 

Die Gesammtheit der allgemeinen Integraldachen umfasse die Punkte 
der singularen Integral d ache, d. h. der Umhullungsflache der oo* Flachen 
(b). 

Damach ist an den Stellen, wo die Einbiillende von oo' Flachen (a) 
die Umhullungsflache der oo* Flachen (6) beriihrt, gewissy(t, r, a, 
ausserdem aber ist 

a(<, r, a) 

Dieselbe Berunruugskurve ist auch durch die Gleichungen 

/=0 und i(5'L.E^5“l=0 

^ ^t, T, /3) 
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Oder durch 

i(sjL.s^s!!I=o. 

a(<, T, a) a(«, r, 

charakterlsiertj was stets auf dasselbe hinauskommt. 


(13) 1st eine doppelt unendliche Kreisfl&chenschar duroh eine Glei- 
chung 


Kfy X” 

gegeben, so hat die durch 

r), r), r) 

daigestellte Kreisdache mit jeder Eiuzelfl&che der Schar einen Punkt 
gemein, wenn die Gleichung 

jti j'j> ^ r)s=0 

fur jedes Wertepaar <, r erfiillt ist, woraus sich 


dt 


fJLJL+JL 

I djc^ dr Oj" 


dt dr}^ dt dt )ti =/, ’ 






==/i 

£" =/2 
£“^=/8 


3 r 85“^ dr dr )^i 


rm, 


I 


ergibt. 

Dies zeigt unmittelbar, dass unsere Kreisfiftche im Punkte (<, r) von 
der diesem Wertepaar entsprechenden Einzelfl&che der Schar beriihrt 
wirdy falls 


(JL) =0, (-JL) =0, 

4 *“/., S®-/. ^ S®*=/s 

w&hrend die Ableitungen ffir j*=/„ 5“=/,, s”’=y, 

aioht zagleich verachwinden. 

Wir eibalten so dm bekannten Satz : 
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Laum ricJi aus den Olek/mngen 


s“> sT. <» f)=o. -|f =0 

die Zla/tlen 5 ', 5 “, 5 ^^ ale Fhnktionen von i und r derart beetimmenf does die 
LdeungeJunJctionen 


£*=/(<» r)» x“=/s(«, r), t) 

eine redle Kreiefl&olie feeteetzen, eo id die leldere eine herUhrende Kreisfi&che 


ffir die gegdmte Kreigfl&oilimecivary wenn AhUibangen 
nkUd zugleicii vereoliimnden. 


h} ’ h” ’ 


far 


(14) Besitzt die durch F(j^, j”, j™, a)=0 dargestellte Kreisflachen- 
schar eine Beruhrende, so lassen sich zwei der Koordinaten j**, 
durch die dritte und den Parameter a mit Hilfe der deichimgen Fs^O, 
SF 

srO ausdriicken, so dass etwa 

da 

j“=F,(s», a), a) 

sind. 

Hierdurch ist eine Kurvenschar a=const. besimmt, die auf der 
Benihrenden liegt und von G. MoKGe (Application d’Analyse a la 
G^om 6 trie. § 6 ) die Schar Charakteristiken der Kreisdachenschar a=const. 
genannt wurde. 

Wir zeigen, dass die Cliarakieridiken eine Beruhrende hieitsen, falU die 
Att/ldmng der Oleioltungen 


F=0, 


0F 


da 


-0, 


0F 

dor 


=0 


auf eine reelle Kurve fUhrti l&ngs derer die drei Determinanten 
0F 0*F _ 0F 0F 

' 3s“ 

8 F 8 «F 3F BT 

* ■3j'« dfZa df 
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3F 3 F aF 3T 

df dfba aj” ag^aa* 

nicht verachwinden. 

Zu diesem Zweck stellen wir die Schar der Charakteristikea duich die 
Gleichungen 

«)» «)» S™=A03. a) 

dar und nehinea an, dass die Kurvenschar /9=conBt. zu der Kurvenscliar 
a=cno 8 t. const, senkrecht sei. 

0F 

Die beiden Gleichungen F=0 und -- — =0 ergeben, wenn man sie 

da 

nach und a diftbrenziert : 


aF 

®s-+ 

aF aj" 

.-f . 

0F 

as®. 

=0, 


as* ■ 

a^ 

as” 3/9 


as® 

a^ ' 



8’F 

. as^ ^ 3-’F 

df 

_ -1 

aF 

as® 

= 0 . 

aj’aa 

a/9 

aj«3« 


df^da 

a/9 


aF 


aF a^n 


0F 

as"’ 

[ 

-=0, 


as* ■ 

da 

aj® Za 


as® 

da 



aT 


0'F 0X« 

+ ‘ 

>F aj™ 

aF 

'aj^aa 

a« 

0j°0a da 

d^da 

da 

ao* 


Die drei Determinanten D„ D^., D^ konnen unter den gemachten 
Voraussetzungen nicht fiir jedes Wertsystem /9, a gleichzeitig ver- 
schwinden, denn wenn man 


^ 0j^0a 05^“ ^ 05”^0a 0j™ 


0F 

hfttte, so wiirde aus der letzten Gleichung ( 1 ) folgen, dass auch — fur 

da^ 

jedes Wertsystem a verschwinden musste. Man erh&lt daher 


3/9 a^ a;9 ‘ » 


und ist sicher, dass Dj,, D„ D 3 nur l&ngs einer Kurve zugleich ver- 
schwinden kdnnen. Da 
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SO ergeben sich die Bezlehungea 


3F__3s^ SF a?" 0F 3s™ ^0 
V 3a 3s" 3?.*" 3a ’ 


d.^+d45:!-+d.®/-=0, 

oa oa oa 


d^F 0y/ 8F 0g” aF 

^y^^a 3a 0y"3a 3a 3^*'^3a 3a 3a’ 




3F_ 


3F 

- 

ZF y. 

3s‘3a 

as’3a IK 

3s‘ ' i 

0F 

3F yi 

' ]'l . 

3s’3a ■ 

0j«3a ZJ' 

' 3j* )\’ 

0*F 

3F 

! 0F Y( 

3j^3a 

Zf^dah 

V Zf 


Wenn nun 


3F 

3a’ 


langs einer solchen Kurve auf der beriihrenden 


Flache verschwlndet, langs derer D„ 1) , D, nicht zugleich verschwinden, 

3-1 0 j.n I 

so werden langs dieser Kurve — — « — gleichzeitig zu Null ; 

Oa oa Oa 


also ist diese Kurve eine Beriihrende der C harakteristikenschar a=const. 
(Vgl. L. Happy, Lecons sur les applications gJoniCtriques de PAnalyse. 
Paris 1897. S. 57.) 


(15) Hier verstehen wir auch unter p das Produkt und uuter « die 
Summe der Hauptkrummungsradien R„ Rj einer Eiflache E. 

H sei die Stutzfunktion von E. 

Dann fragen wir 

(a) Fur welche Eid&chen 

(1) j^=a«H + 6, a^O, 6^0, a, 5 konstant. 

ist? 
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Wir benutzen die Gleichungen der MiNKOWSKischen Theorie von 
Volumen und Oberflache : 


0=1 pda)=> 


wobei die Integration iiber die ganze Einheitekugel zu erstrecken ist. 
Nach (1) und (2) ist 

(3) 0=— ^ 

^ l-2a 

Nach der Schwarzschen Ungleichung ist ferner 


Also ist 


3d = jpHdw = o Juffdo) + 6M 


also nach (3) 


0!=-J^?^^3dM^2oO'+6M’. 


Hier habe ich benutzt die erste der folgendea Miakowskiftchen 
Ungleichnngen 

0^3dM, 

M^4;rO, 

( 4 ) 

in deren letzten drei das Gleichheitszelohea fOr die Kugeln oharakteristiach 
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Es ist also 

(6o) 16ff6^(l-2a)M’. 

Andererseits ist nach (3) und (4) 

(») 

flodass nach (6a) in (5b), d. h. in ( 4)2 das Gleichheitszeichen giiltig ist. 

E ist somit eine Kugel. 

(b) Fur welche Eiflachen alle Orthogonal})rojektionen gleichen 
Umfang und gleichen Flacheninhalt haben ? 

Wir behaupten,^*^ das sei nur fiir die Kugeln der Fall. 

Nach Minkowski sind die Eiflachen konstanten Umfangs auch von 
konstanter Breite D 

(1) H+H=I>. 

(Mit Uberstreichen bezeichne ich die Grossen in den Gegenpunkten) 
Fiir diese Flachen ist ausserdem bekanntlich 

(2) «+«=21). 

Feruer ist nach Herglotz fiir die Eiflachen „ konstanter Helligkeii “ 

(vergl. W. Bij^scuke, Ki-eis und Kugel), d. h. der Projektionen gleicher 
Flachen inhalte, 

(3') 2^4-j[>=A;’=kon8t. 

Es folgt also uach (2) 

(4') M=2;rD, 

0=27:k\ 

und nach (4) 

M =4;rD‘^4;rO=.8;rifc’, 

(1) Vergl. Mathumura, S. : Uber charakterische Eigenschaften der Kugeb die jetjst in der 
Prease in Tohoku Math. Jourii. ist. 
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also 


(5') 

Hierin gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn es in (4) gilt, also nur 
fiir Kugeln. 

Es seien nun 

r, r 


die Kriimmungsradien der ebenen Projektionskurven ; dann ist nach (P) 
(6') r+r=I). 

Nach W. Blaschke (Kreis und Kugel, S. 108 (II)) ist 


( 7 -) 


r = Rjcos a + Resina 
r = RjCOs ’« 4- R sin'^a. 


Nun besitzt cine Eifache mindestens einen Nabelpunkt N(R,=R 2 ), 
do^t ist also 


( 8 ') 


r=R,=R,=R, 

r=D-R. 


Von N geht eine Sehne S von der Lange D aus. 

Betrachten Wir nun alle Projektionen senkrecht zur Richtung von 
S, so gilt fiir diese alle die Gleichung (8'). 

Dann aber folgt aus (7 ), dass auch 

(9^ R.=R,=R=r 

sein muss; Der Gegenpunkt N eines Nabelpunktes N ist also wiedei 
Nabelpunkt. 

Dann aber ist nach (3) 

R’+R=:jfc^2BR. 

Andererseits ist nach (5'), (8'), (9 ) 

RM-fr+2RR 

=D' 

==jfc 42RR 
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sodass also 

2RR=A;^ ist 

und somit in (6 ) das Glichheitszeichen folgt, w. z. b. w.. 

(c) Man iiborzeugt sich analog leicbt da von, dass unter Verwendung 
der friiheren Bezeichnungen die Kugeln die einzigen Eiflachen sind, fiir 
die die Relationen bestehcn : 


^ R, +R, =a=konst. 
R2+R2=6=konst., 




Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (IV) 


S6ji Maxsdmuba 


(Accepted for publication, January 20tb, 1933) 

( 1 ) Den Kennzeichen der Kugel, die ich vor mehreren Jahren und 
vor kurzem gefunden habC) will ich hier einige weitere folgen lassen. 

Wir betrachten zunachst ein Kennzeichen der Kugeh 

Im 40. Band des Jahresberichts der D. M. V. (1931) hat W- 
Susz das folgende zu Erweiterung anregende Kennzeichen des Kreises 
bewiesen : 

„Fur jeden Punkt P eines ebenen Eibereichs E sei fi(P) das Minimun 
der Langen aller P enthaltenden Sehneii von E. 

Dann sind Kreise die einzigen Eibereiche, welche hochstens in 
einein Punkt mehr als eine Sehne kleinster Lange s besitzen.‘‘ 

Mit denselben Hilfsmitteln will ich hier die folgende charakteristische 
Eigenschaft der Kugel beweisen : 

Fur jeden Punkt P ieines rauiulichen Eibereichs E sei das Minimum 
<ler Flacheninhalte aller P enthaltenden Schnittovale von E. 

Dann sind Kugeln die einzigen Eibereiche, welche hochstens in 
einem Punkt eines Durchmessers mehr als einen Schnitt kleinster Flache 
f besitzen. 

Die VorauBsetzungen dieses mumlichen Satzes gehen also iiber die 
analogen des ebenen Satzes insoferu hinaus, als der Ausnahmepunkt 0 
auf einem Durchmesser (Sehne maximaler Lange) von E liegen soil. 

Ob der Satz ohne diese zusiitzliche Voraussetzung auch richtig ist, 
bleibt hier eine ofifene Frage. 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Talhoku Imp. Univ., Formosa, Japan. Vol. V, No. 7, 
April, 1938.] 
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Zum Beweise folgen wir zunluilist dem Gedankengang der Arbeit von 

Susz. 

J(P) ist eine stetige Funktion des Ortes in E. 

Sie nehme in K ihr Maximum an : 

y(R)^p) 

Wir zeigen zunacbst, dass R gerade der A.usnahmepunkt O ist, indem 
alle Schnitte durch R denselben Flaoheninhalt besitzen. 

Nach dem bekannten Satz von Brukn iiber die Parallelschnitte eines 
Eibereichs nimmt J auf jeder Verbindungsstrecke von R mit dem Hand 
von E monoton ab. 

Dann betrachten wir far jedes p zwischen O und ^(R) die Menge 
M(^) der auf dem Strahlenbiindel (R) R naobstgelegenen Punkte ff, for 
die 

ist. 

M(^) ist eine stetige geschlossene sog. Stern fl ache, die R im Innern 
enthalt. 

Variiert g von O bis J(R), so erhalt man eine Schar E solcher aus- 
fullenden, ineinander geschachtelten Sternfl^hen. 

Jede M(^) ist nun konvex. 

Denn nach ihrer Konstruktion sind in jedem ihrer Punkte die 
Ebenen von /(G) Stiitzebenen an 

Umgekehrt ist leicht zu zeigen, dass alle Stiitzebenen von Schnitten 
gleichen kleinsten Inhalts 

J-9 

aus E ausschneiden. 

Deshalb besitzen alle M(^) abgesehen von dem Ausnahmepunkt O in 
jedem Punkt nach der Yoraussetzung nur eine Stiitzebene. 

Da sich nun die M(^) auf R zusammenziehen, so miissen auch alle 
Schnitte durch B gleichen FlScheninhat haben. 

Damit ist zun^hst die Existenz eines Ausnahmepunktes bewiesen, 
femer aber auch 
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O^R. 

Nun konnen wir den folgenden Satz von T. Kubota anwenden : 
E seien 


ri, 

stets zwei entgegengeaetzt gerichtete Radienvektoren von einem Innen- 
punkt O eines Eibereichs E aus. 

Wenn dann alle Schnitte von E durch O (wie oben bewiesen) gleichen. 
Flaebeninhalt haben, so ist in alien Richtungen 

( 1 ) 

. =2r^ 

_ 


= con St. 

Nun soil 0 auf einem Durchmesser D von E liegen, also soil 

( 2 ) 1)= Max (r, + r.>) 

= 2r 

sein. 

Nach L. Bieberbach besteht nun zwischen dem Durchmesser d eineer 
ebenen Eibereichs e und dessen Inhalt £ die Relation 

( 3 ) 

und hierin ist das Gleichheitszeichen nur fiir Kreise giiltig. 

Verstehen wir unter e einen Schnittbereich von E durch O, so ist 

i=AO) 

und es folgt aus (1) und (2), dass in (3) das Gleichheitszeichen gilt. 

Alle Schnitte durch O sind also gleichgroCe Kreise ! 

Ausserdem ist dann^’^ 


(1) Vergl. Matjumura, S. : Uber knovex geschlossene Flache, T6hoku Month. Journ. 
VoL .% (19.S3 j. p. 194. 
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2 


r 




also liegen die Mittelpunkte O, w. z. b. w. 

(2) Hier mogen wir einige Bemerkungen fiber Differentialgeometrie 
der Kreisscharen angeben. 

1st F(<ir) eine Minimallinie, so soli jeder Pimkt der Kurve senkrecht 
zu dem Bogenelemente der Kurve urn die konstanten uaendlich kleinen 
Oroszen dg verschoben wQrdou. 

Fur die Zuwachse Si und Sr von t und r erhalt raan daher die 
<31eichungen ; 

( :Sf+2( )dtST+{ 0^6^ )dr*= dg' 

(0,0, )St dt-^(0fi^ )(d<dr+drd^) + )drdr=:0, 

'Oder wenn man setzt 

dF =j>d<4- 9dr=0, 

die Werte : 








dT=- 


m)q^{e,e)p 


Bel Anwendung der Bezeichnung 


;.dg. 


ist daher 


H 




di= 


Sp 



Die Zuwaohse von p und q slnd jetzt so zu bestimmeo; dass 
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d(pdi‘i-qdr)=0 

wird; dann gehen je zwei unendlich benachbarte vereinigt liegende Linien- 

elemente : r, p, q und i + g + dg der Kurve ia zwei ebenaolclia 

Liaienelemexite iiber und also die gauze Kurve als Linienelementgebilde 
betrachtet wieder in eine Kurve. 

Hieraus ergibt sich : 


<'pdt+SqdT+(pd-~ + qd-^ ^5T=0 


Oder wegen der Homogeneitat von H 


» dH fjrp > (hrp 

Sp=—^-srr, _5T. 


Unsre infinitesimale Paralleltransformation erscheint daher als eine homo- 
gene Beruhrimgstransformation im Sinne Lies und ihre charaktaristische- 
Funktion ist die Grosse H, also die Wurzel aus dem zur Form 

dT^=:(e,e,)dt^+2(efi^)dtdT-h 

gehorigen BELTUAMischen DiiFerentialparameter ereter Ordnung. Nun 
suchen wir an einer Stelle den Grosztwert von (dq> : dTy, wenn wir dT 
um den Punkt drehen, wobei r) einer Funktion auf unserer Kreisflaohe 
ist. 

Es soil also 


werden unter der Nebenbedingung 

Nach der bekannten Multiplikatorregel von Euler und Lagrakge. 
bildet man 





W 


tmd sucht die freien Extreme von Q. 

Die Gleichungen dX?:dr'=rO gebe 



8&n HATSUHUBA 


ST6 


)j9, i( ($fdfyi'+ (0fi^)r') »0, 

( 1 ) 

(f’/+ Vx^)9x—K (^Ay+ (<?x®t)r ) =0. 

Multipliziert man beide Formeln mit t', r' nnd addlert, so erh&lt man 



Entfernt man andrerseits t,T' ana den belden Gleichungen, (1) so folgt 

i[(0,e,)ie,e,)-eAy^HW9%-m».)v.<p.+ 

8omit ist 


(■^)Maxi 


ximum 


+ (MM. 

(M.)(M^)-(M.r 


Wenn 


'PdV + 2Q,dtdT 4- Rdr* =■ 0 


AffiakrummungsHnien auf einer Kreisflache sind, daun folgt 

(dA)R- 2(^A)Q+ (e,e,)F==o. 

(3) Die Gleichung 

(1) AsS E“> S™)=0» 

Oder 

f2) S”=3(S’, S"), 

WO die Fimktioii /(j^, jf*, j™)=0 fur einen gewissen Wertbereich der 
Veranderlichen und eindeutig definiert sein musz, bedeutet geome- 
trisch eiu Paar vou Kurven im R*, wobei und j” zwei Kugeln im Rj 
sind. 

Ein Hauptmittel zur Untersuchung dieser Kun^e in der Betrachtung 
von Kurven, die in der Kreis/fUche liegen, von sogenaunten Kreis/lachen- 
kurven. 

Um eine solohe darzustellen, denken wir uns j* und als Funk- 
tionen von t und erhalten aus (2) als Gleichungen einer Kr*^tsfiachen> 
kurve : 
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( 3 ) S“=£"( 0 » 

Nun haben wir bei der Untersucbung von Kurven in der Differential- 
geometrie stets voraiisgesetzt, dass im allgemeinen die einem Znwuchs 
At von i entsprecbenden Zuwiicbae JgS der Koordinaten eines 

Kurvenpunktes nacb gauzen positiven Potenzen von At entwickelbar 
seien. 

Lassen wir nur solcbe Funktionen j"(f) zu, bei denen diese 

Voraussetzung in bezug auf A^ und A^^ erfiillt ist, so wird sie dann und 
nur dann aucb erfiillt sein, wenn der Ausdruck 

falls ( 5 ^) 0 , ( 5^)0 ein zulasslges Wertepaar von darstellt, im allge- 

meinen nacb ganzen positiven Potenzen von A^^ und Jj” entwickelbar 
ist. 

(4) f(sS 5 ", i”‘)=const. 

bedeutet eine Scbar von einem Paar der Kurven. 

Aus (4) folgt 

( 5 ) df + fiU -r =0. 

(4) Es seien zwei Kreise jf, St im R 3 gegeben. 

Ist eine normierte Kugel im Rj durcb St, so setzen wir 

( 1 ) 

ein. 

Dann muss sein 

( 2 ) cosY=T* 

wobei f den Winkel zwiscben t) und St bedeutet, 

Aus (1), (2) folgt 

co^.='^'y^±^pjpj±jyx 

^ A"(of+2A>.((),+A>J 


( 3 ) 
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Aus 

^ =0 
dp, 

folgt 


(4) 

Ty,+ 2T>p,p,+Ty_ Ty+T»p, 
A'y+2A'*p,p,+AJ“fi Ay, + A'y ' 

Welter ergibt sich aus 


-^=0 

dpt 

(6) 

T"/)f+ 2T'>,/>,+TV._ T'V, + T"/), 
A"pl+2A'yp,+A^pl Ay,+A^p/ 

Aus (4), (5) folgt 

(6) 

T"p,+Ty _ t>y. + tv 

A^y + A^y A ’ 

Also folgt der 

Satz. 

Fur Miniraum-oder Maximumwerte von ^ besteht 


T-y+T'Y. ^ T>.+:r»^ 

A''/,,+A’>* A’V,+A»/», 

(5) Sind Pi : p^ und : p^ die beiden Wurzeln von 

(1) 

ooB'^=f^" + 2p,pJI'^+p^^=0, 

so sind 


(2) 

r=p,i^+~P2^\ 

(3) 



(1) genCigt und fUr cosY gilt 


(4) 


OOSY ==p(Pip2~ P:Pi)(Pih-p^l) 
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was mit (4) vei^Iichen 

( 6 ) T»^p~p,p„T^ T^=PP,P, 

gibt. 


Wir konnen demnach schreiben in der Form : 


( 6 ) 


«»'<eV'= 


i_ f^^+^PiPihp2+f^if4 

4 _ = _ = 

PipipiPi 


Pt p2 pi 



Setzen wir so gilt aber auch 

(7) = [<?*> + c-«»]+-|-, 

also, wenn wir 

(8) =<0 

Pi 

Pz 

setzen, so entsteht 

(9) + 

Durch Multiplikation mit ergibt sich eine qnadratische Gleichung 
far deren Wurzeln 

(10) €****=01, 

man aus (9) ableitet. 

Wir erhalten somit 2i(P=s:±lno>f also 
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(11) P‘A 

Pi pi 

Wir berechaea das DoppelTerhftltnis 

( 12 ) (rr^i^) 

der vier Vektoren f] F, und j". 

Die Darstellung von (12) ist 


(PtlY ) — A- -A-=— 

pi —Pi Pi 


und somit erhalten wir statt (11) 

Kommen wir nun damit uberein, welchen der beiden isotropen 
Vektoren wir mit T als erstem bezeichnen, so ist durch 


(FFiY) 

fiber den Kichtungssinn des Winkels entschieden. 
Betrachten wir eine Kugelkongruenz'*^ 


((?’?) =1 » 


deren beide Enveloppenmfintel 


fj=s(«’, «*) ((SJ(=0) 
(8=S(«’> «') ((5S)“®) 


(1) Mem. of tile Fee. of Sci. and Agr., Toihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. H, 
No. 1 (1920) p. 20. 
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Man fiihre die Bezeichnung: 
din 

ein. 

Die betreffenden Koordinate seien wie folgt normiert : 

(15) (5J)=1 

Legt man die folgenden Bezelchungen und Forme! n zu Grunde : 


(Grundform der 
Tensorrechnung), 

® = @12, D4*= — = = 

1 >AA = - (M*) = (Viik) = (E^Aa), 

(£'^ = 0, = g-’«==:0, 


dann entstehen die folgenden Ableitungsgleichungen 


^AA= “■ ®A*^ "b D^*E ”b 
s»= 

i=-D;);,+N*j. 

(6) Fine Schar von 2 oo” Kurven im gewohnlichen Raume R;, kann 
dargestellt werden in der Form : 

(1) s"=s”(s^ “-•> s"‘=s”Xt*» «■>«-> 

wo die Parameter wesentlich sind. 

(I) bezeignet Knrven auf einer KreisflBche. 

Die einer bestimmten Kurve a unendlich benachbarten und sie 
fk^hneidenden Kurven sind definiert durch die Gleichungen, die aus 
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R 5 ft-ni 

(2) J-cfa*=0 

1 dajt: 1 ca^; 

durcH Elimination von ^ hervorgehen* 

Liegen co* Kurvon auf einer Kreisflache, dann bestehen 

(3) ...... «5)=Ci (i=l^ 2, 3). 

Die der Kurve a, Og unendlich benachbarten Kurven der auf der 

Flache liegenden Schar sind dann definiert durch die drei Gleichungen 

(4) (t=l, 2, 3). 

1 . oa^. 

Da nun auf jede Kugel jc/ der Kurven a„ gerade eine unendlich 

benachbarte, auf der Flache liegende Kurve geht, so bestimmen die fiinf 
Gleichungen (2) und (4) zusammen die Verhaltnisse der daj^; sie konnen 
demnach nicht linear unabhangig sein. 

(7) Wenn sin^ gegeben und ^ gleich ist, dann folgt aus (16) in (1) 

Daraus ergibt sich 

= ( ± vlT'=-'+ (7*- l)A'-7- LT" + {7i‘- 1)A"]LTS+ 

Pi ■ Pt) 

+ (^-l)A«] - [T'» + {7f- 1)A'“] ) : [T- + 

Also erhalt man 

^ ^ [T“'+ (rf.- 1)A“] + t/[T'‘+(^- 1)A»]*- LT" + 

+ (y^-l )A»JLT^+(;?'-l)A”] 

T(V- 1)A" J 

wobei D das DoppelTerhftltnis von ^—pj^ ist. 

1 ("(D+.-U+l [T-4.( ^ -1)A T __ 

» V' ^ J) ! ’ [T" + (5'-1)A"XX"+W— 1)AT 
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(8) Wir wollen mit (x„ y,), (x^, y^) zwei Kartesische Koordinaten 
der Beruhrungspunkto der gemeinsainoii Tangenten zweier Kreise im Rg 
uad mit ( 2 ,, Zj) die beiden Radien der Kreise bezeichnea und dann mit 
(St> ^i)> ^ 2 ) Kartesischen Koordinaten der Beruhrungs- 

punkte der gememsamon Tangenten, und mit (j„ jj) beiden Radien zwei 
anderer Kreispaare bezcichnen. 

Dann bezeichnet 

( 1 ) (x,-Xj)'’+(j/,-i/*y + (*,-*,)* 

das Quadrat der Liinge zwischen zwei Mittelpunkten der Kreise. 

Nun <lefiniere man das System der acht homogenen Groszen P xmd 
p entsprecbend der Proportion 

•• pi •• p.* •• ; pM=l •• S, •• pi •• 5i •• *1 •• yi : •• 2 (£?+pi + ji-xi-yf-si), 

a» •• qi •• q: •• •• q-^-l : £• : p* : 5^ : x, : y, : ^ 

dann sind die 8 homogenen Koordinaten p durch die homogene quad- 
rat ische Relation 


Xf-hXi+X^-XJ~Xg-Xi:-2X,X:--0 

[Xt^lj X,^j., X_==pi, Xy^ji, X^rsx,, 

X,^.s„ X^sj (^1 + ^i + 5i[ yi — cj)], 

miteinander verbuuden q, und auch bestcht dieselbe Relation. 

Bringt man dies durch die Gleichung 

(^)=X,Y, + X,Y,+X,Y,-X.Y,-X,Y,-X«Y..-XoY,-X,Yo 
= - 2 [(s> - S»)'’+ (pi -P.')- + (5i - 5 •)’- (*I - *•)*- (.Vi - V:')-- (S| - 52)-]. 
[Y(,sl> ^ »=p2> Y.=5.> ^4=*^, 

Y2=i (sHpi+^-aS-yi-s^)], 

zwischen die j und p Koordinaten, dann besteht 

(W) = - K(Si - Si) ' + (P I - P 2)* + (81 - hY - (*i - *2)'- 

— (vi “y2)*— (*i “* 2 )^]' 
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Wenn (j^)=0, dann besteht 

(2) (*,-x,)*+(y,-y, )*+(*!-*»)* 

=(51" S')* + ( 9 > ~ ^')* + (S' “ 8 *)*' 

Nach (1) und (2) kann man wissen, dass (jc ^)=0 bedeutet : die 
Quadrate der Langen zwischen zwei Mittelpunkten der Kreise einander 
gleich sind. 

(9) Ist 

(1) J=o, 

dann haben wir die Hyperkur\ en/*^ deren Hyperkugeln sich konsekutiv 
beriihren. 

Aus Muhlbachacher Arbeit^*^ ergibt sich 
J=0 

gleich der 

(2) r=±i''r~. 

P 

Also ist (2) die Bedingung fiir das die Hyperkiirven, deren Hyperkugeln 
sich konsekutiv beriihren. 

(10) Betrachten wir zwei Punktepaare 

im E.., dann bezeichnen 

zwei neue Punktepaare, wobei /, 0 eindeutige stetige Funktionen sind. 
Sind ein Matrix 

(1) Nakajima, S. : EiiTerentialgeometrle der Kreisscbaren IV, T6hoku Math. Journ. 31 
(102^) p. 217. 

(2) Muhlvaoh, R. Ueber Raumkurven in der MoEBiUbschen Geometrie, Sitsungsrerichte 
der Heidelberger Akademie der Wksenschaften, Jahi^ang (192S) S. 4. 

(8) Rube, H. S. : An Absolute partial differential Calculus, Quaterly Jouic. of Math- 
ematics, vol. 2 (1931) p. 191. 
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•pcX) ^-cs) i 

dann bestehen ahnliche Beziehungen, wie in der Ruseschen Arbeit, 

wobei 

(i) 4 Funktionen von (gc'*^) iind (x*^) ; 

(ii) 4 Funktionen von ( 7 ^) und (x^); 

(iii) 4 Funktionen von (x^) und (x'^) 

0 

sind. 




Ueber Flachen und Kurven (III) 


S6ji Matsumura 

(Accepted for publication, April 7th, 1933) 

(I) Ueber konvex-geschlossene Flaechen 

(I) 

Hier beweise ich, indem ich die Formela in Blaschkes Vorlesungen 
liber Differential geometrie, Band 11, insbesondere § 64 benutze, den folgen- 
den Satz ; 

Die Flache ist dann und nur dann von konstanter Helligkeit oder 
die Kugel, wenn die beiden Punkte p und p, die Gegenpunkten konstant 
Abstand haben, wobei j9=j + (R,ll 2 )i) ist. 

Beweifi : sei das KrummungsmaB. Wir betrachten den Punkt 

von 5 mit dem von der Gleichung 

(1) p=j+(K.R-)9 

bestimmten Punkt p. 

Sind I und j zwei Gegenpunkte, so ist nach der oben aufgestellten 
Voraussetzung 

( 1') p-p=conBt. =s- i+ (RiRi)^ - 

Also 

E* ~ S< — (RiRi)i^ “• (RiR/)«^ + — (R iR.-)RIec 

Wegen (j„ j,)=0 iet 

[Mem. of the Fac. of ScL and Agr., Toihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, Nc. 8, 
June, 1933.] 
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Daraus folgt^*^ 


(2) 

(R,R 2 )= const 

Oder 


(3) 

(RjR^) + (RiR 2 )= const. 

N.B. 

Aus'*> (3) folgt (2). 


( 11 ) 

Wenn j, g zwei Gegenpunkte von einer Eiflache im und <p, tp die 
Schtniogungskugeln in j bezw. j sind, bo ergeben^®> sich 

f=f+rs. 

f='‘+rE» 

wobei I in j bezw. ^ beriihrende Kugeln sind. 

Wegen 

(fw f<)=0 
folgt ans meiner Arbeit^^\* 

(1) l'=const Oder (2) 

wenn Si=B{E, r* i=7i X sind.^®^ 


(HI) 


Setzen wir 


(1) Vergl. Matsumuba, S.; t)ber konvex-gescblossene Fliiclien, Tfthoku Math. Joum. 
Vol. 36 (1933y p. 192. 

(2) Matbubiuba, S.: NacHtrag zu der Arbeit dber konvex-gescblossene Fliicben, in Tdboku 
Matb. Joum., Bd. 36, p. 192/193, die jetzt unter der Presse in Tdboku Matb. Jonm. ist 

(8) Thomsen, Q. ; t}ber konforme Qeometrle (11), Abb. aus dem Ham. Seminar Bd. IV 
S. 123. 

(4) blATSUMUBA,' S. : t}ber FHcben und Kurven (I), Mem. of tbe Fac. of Sci. and Agr., 
Taiboku Imp. Univ., Formosa Japan, Vol. V., p. 36. 

(5) Matsumuba, S.: Naobtrag zu der Arbeit ttber konvex'gesobloasene Flftcben, in TAbodu 
Matb. Joum.^ Bd. 86, p. 192/193, die jetzt unter der Presse in Tdboku Matb. Joum. ist. 
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und 

voraus, so werden die Krummungskugelii f der Flache 6 (u, v) durch 




und die Zentralkugel ^ reap. Mittenkugel durch 


E+- 






gegeben/'^ 

Aus meiner Arbeit‘*> oder aua (1), unter geeigneten Bedingungen, folgt 
der 

Satz 1 : Die Eifliiche ist dann und nur dann von der Flache 

+ J'±v£±^=con8t., 

oder von der Flache 

r d- = const., 

wenn die beiden Kriimmungskiigeln c von Gegenpunkten ziisammen- 
fallen. 

Satz 2 : Die Eiflache ist dann und nur dann von der Flache 


§±-v/r+©‘'^ 


^ a. § ’ 


= const., 


odrr von der Flache 




= const.. 


wenn die beiden Mittelkugeln jy, von Gegenpunkten zusammenfallen.^*^ 


(1) Blaschve, W. : Vorlesungen fiber Difierentiidgeo. Ill (1929) S. 338. 

(2) Matsumtjra, S. ; Uber konvex-gescblossene Flacben, Tfihoku. Matb. Journ. Vol. 36. 
(1933) p. 192. 
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(IV) 

(6) in P. FRANCKScher Arbeit^®^ folgt 
M=A, 


wenn e=0 ist. 

Aus (8) in P. FRANCKScher Arbeit ergibt sich 
A=t/DM7 
denn wenn e=0 ist, so folgt^®^ 
p=d. 

Also folgt aus (6) in P. FRANCKscher Arbeit 
K= const. 

So ergibt sich der Satz 

Damit die Affinnormalen einer Flache mit den Normalen zusammen- 
fallen, ist es notwendig und hinreichend, dass die Flache^**^ von konstanter 
Gaussischer Kriimmung ist.^"*^ 

Wenn ein Ovaloid diese Eigenschaft besitzt, so muss es nach dem 
wohlbekannten Satz von Liebmann Hilbert eine Kugel scin. 

Die Fundamentalgrossen der Flachentheorie in j bezeichnen wir mit 
E, F, G, L, M, N und setzen D gleich der jiositiven Quadrat wurzel aus 
EG-F^. 

Bei Zugrundlegung der Asymptotenlinien als Parameterlinien ist 
(1) L=0, ]Sf=0 

und die Fundamentalgrossen der affinen Flachentheorie konnen durch die 
Formeln 

(1) Kubota, T. : Ein Problem in der Affingeometrie, Science Report of the TOhokn Imp. 
Univ. Vol. XVI (1927) p. 809. 

(2) Fbance, P. : i)ber eine Klasse von Flachen mit verschwindender totaler Affinkrilm* 
mnng, Mitteilungen der Math. Gesellschaft in Hamburg, Bd. VI (1924) 6. 113. 

(3) Blaschke, W. : Vorlesungen iiber DifTerentialgeometrie II (1923), S. 173. 

(4) Sn, B. : Contribations to the Theory of Minimal Surfaces, Tdhoku Math. Joum. Vol. 
SO (1929) p. 181. 

(5) Feank, P.: tJber affine Geometrie XXXH, Math. Zeits. 11 (1921) 8. 299. 
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(2) f^^VmC, a=/[ D=/| 22 j 

erklart werden. 

Die Richtungskosinus der Flackennormale bezeichuen wir mit X, Y, 
Z und die der Aflfinnormale mit Z, »i, n. 

Setzt man dann 

(3) A=M^+Ej \2 j%2Fj \2 j j I| 12 

und A gleich der positiven Quadratwurzel aus dieser Grosse, so wird 

(4) = 

und 

(5) cos e='^Xl=JL, 

A 

wobei e der Winkel ist, welchen die Flacbennormale mit der Affinnor- 
male einschliesst und auch^*^ 


(6) «^S«+Sv+ls«„=0 

ist. 

Fiir die Punkte e=0 ergibt sich aus (3) und (5) ; 




d.h. 


( 8 ) 

Oder 

( 9 ) 


j,' GE.,-FG« 
V EG„-FE., 


f+2F. 


GE„-FG, 

eg„-fe; 


+ G=0, 


E<T’+2F<r+G=0. 


Aus (9) folgen 


(1) Yergl. Nakajima., S. : Dber Kwci FlSchen, welche eine Beziehung haben, T&hoka 
Math. Joum. Vol. 30 (1928) p. 142. 
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-F±t/F-’-EG 


t/F-EG 

^ TS > 


;=- 2 /' -F-±Ft/F 31 x 34 .eG n 
^ MT > 


So ergibt eich 


X (I?„ G+ 2E.E„F+ EE^- 4EFJ ) + ;i(l + K) x 

xE.+J?:^JI^, 

DD- 

LVyF(- F^F+G.,E) 

2 D»DT ’ 


wobei /i=V und (lOj, (11), (12) bestehen. 
Fiir unsre Flaohe«> j ergibt sioh 


-f.D.L, 


4,=--L.d.n, 


denii^^> 


^2 I S««vS«X<f da — j 5 »w5«Xv \> 

^Ju«+<^«4 3C,=0, M=0 


^ *“ Fundiunentalgr»9sen drltter Ordnung in a«r 

^n^e, Sitiungsberichten der Kaieerl. Alad. der Wi». in Wien Bd. 128 

(2) SoHBWmAG.: Einfflhtnng in die Theerie der FUchen, Berlin nnd Leiprig (1922). 
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(V) 


Wir betrachten quadratische und kubische Formen 
=e 2fdu dv+gdv% 

=A SBdu^dv-^ 2Cdu dv^+'Ddv^ 


(1) 




in diflferentialer Affingeometrie, 
Dann folgt 


( 2 ) 


d, 3 

L = L— 


C= 


V\ I 


B= 


V\e 9 -F\ 


■/ 1 «9-S‘ I 2 




d. 




3 


V\e9-f^\ 2 


wobei c?„ dy, d, ^4 fundamentale Grossen dritter Ordnung^^^ sind/®^ 

Wenn Rotation snormal mit Meridianekiirve zusammeniallt, dann 

folgt 


(JCuwXmSv) 


d.h. 


d. 


= 0 : 


(VI) 

Man kann (ii) und (v) in Jervis Arbeit^*^ leicht aus (15) Lochs^ 
Arbeit herausziehen. 

Auch kann man aus Lochs' Arbeit'**^ Cabdas Arbeit^®^ herleiten. 
1st 


(1) xcos + y sin a;— jp=0 

(1) Lehmann, S. J. : i)ber ein System yon FundamentalgrOssen dritter Ordnung in der 
FlSchentheorie, SitsungsbericliteD der Kaiserl. Akad. der Wiss. in Wien. Ed. 126 S. 1. 

(2) Su, B. : On the Theory of lines of Curvature of the Surface, Tdhoku Math. Joum. 
30 (1929) p. 467. 

(3) Sybil D Jebvis: Some Properties of Affine Normal, TOhoku Math. Joum. Vol. 36 
(1933) p. 320. 

(4) Gustav Lochs : Die Affinnormalen der Bahn>und Hiillkurven bei einer ebenen Beweg- 
ung> Monatshefte fQr Math, and Physik Bd. 38 (1931) S. 44. 

(6) KabL Gabda: iJher eine von L. N. M. Carnot berechnete Differentialinvariante, 
Jahresberioht der Deutschen Math. Vereinigung Vol. XXVIII (1919) S. 78. 
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die gegebene Gleichung einer Ebenekurve, so kann man aus Jervis 
Arbeit wissen : 

— 3 sin w • <7+ cos m • x 
\ da> / 

(2) cos a> • <r-|-sin ^ 




do) 


+p-‘ 


da) 


ist. 


die die Gleichung der Affinnonnale von dem Kriimmungsbild^^^ von (1) 
ist, wobei 


<y=/o"^ + 



d'p 

do)^ 


■> 


=p+-£p- 
^ do)^ 


ist. 


Man kann 


( —3 sin • p+cos q>— 

\ da) / 


(^3 cos a)-p-\- sin a) ^ y 
\ do) ' 




in Jervis Arbeit^^^ in der Form 


cos a)>x+Bm a)>y--p 


ausdriicken, wobei 0 konstant aus a) ist. Hieraus folgt der 

Satz : Das Verhaltnis der Distanz von einem beliebigen Punkte auf 
der AiHnnormale bis zu 


(1) Paul BdHHEB: t)ber elliptisck-konvexe Ovale, Math. Ann. Bd. 60 (1906) 8. 266. 

(2) 1. c. (3). 
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x-cos + y •sincii— psaO 
mit ist unabhangig von eo. 

(2) Ueber zwei Flachen, welche eine Beziehun^: haben^^^ 

(I) 

Tragt man auf die Normalen einer Flache j (w, v), die schon in 
meiner Arbeit aufgenommen ist, eine konstante Strecke c auf, so bildet 
der Ort der Endpunkte eine Flache c (u, v). 

Wenn E, F, G und L, M, N die Fundamentalgrossen erster-bezw. 
zweiter Ordnung von y (tt, v), e, /, g und I, m, n die Fundamentalgrossen 
erster-bezw. zweiter Ordnung von c (w, v) sind, so folgt 

/E=(l~c^ifc)e+c(2+c/0^, 

F = ( 1 — ck) y -f c (2 4- c/i) 7», 

G»=(l — c'’^)^4c(24c/i) n, 

Jj=:zl^C(k€-hl), 

M = 771 — c hm), 

N=n~-c {kg—hn)y 

( 1 ) 

c=(l E-Jfe (2-m) L, 

y=(l~/;‘K)F-ife(2-m) M, 
SF=(l-it^)G~i(;(2-m)N 
;=L+ifc(KE-^HL), 

771 = M + A; (KF — HM), 
n=N+ifc(KG~HN) 

wobei K, k totale Krummungen von y («, r) bezw. c (m, v) sind. 

Dann folgt 


(1} Nakajima, S. : t)ber zwei F12k:hen, welcbe eine Beziehung haben, Tdhoku Math. 
Joum. Vol. 30 (1928) p. 142. 



296 


Sftri UATBTJHUBA 


I ^E«,+<^S«+S.=0» 

_ E.G-FG„ 1 EQ-F 

" EGC-FE/ 2 E,F-G«E’ 

wobei (1) besteht. 

Aub (2) folgt 


( 3 ) 


S«+Sr=0- 

[(1 -c"i!:)e+o(2+ c/>y],[ (1 -c’%+ c(24- e/Qn] - 
[( 1 — c*i5!)e+c(2+c/iy] [(1 — c''i)sr+c(2+c/t)«],— 

-J[(l— ^iy:|h£(2+cA)TO][(l^^ 

- [(l-c'’J!ii/+o(2 + c/»)m] [(l-c^ifc)e+(5(2+o/0i],’ 

1 ^ _ [(1 -0 “ % + 0(2 + c />y] [(1 -0’%+ c(2 + c/t )n] - 

2 [(1 —e''k)e + c(2 + c/»)Z],[(l — c"k)f+ c(2 + c/»)m] — 

— [( 1 — c’^i/+c(2+c/i)m]‘“ _ 

, - [(1 -o’%+ c(2+ c/»)n]„ [(1 -o"ife)e+ c(2 + eh)l 


Als die Folgerung aus der oblgeu Bechnung erhalt man die folgende 
Beziehung^*’ 


( 4 ) 


( 0’E+ ;-’L'+ 


+ _^_(E^G+ 2E«E^+ Ei?- 4EF„) + 


< 

-t-A(l+A„)E„| + 


ju’^-EFL’ 
DD' ’ 


g_ L«;VF(-E^+G„E) 
^D' 


wobei /i—k,—a imd (1) bestehen. 


Setzen wir exp. 



i«) 


in 


^5«,+‘^S«+5.=0> 


(]) 1. c. (1) p. 146. 
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BO geht fiir Z die Gleichung 

(6) Z^+c.Z=0 

mit C| = — — hervor/^^ 


Setzen wir 


(ii) 


in 


S=c, 



cot a> + 



= cot CD, 


ein, dann erhalten wir 

( 1 ) C„— ff'>„cot«+-^-)c„+f„cot w .c,=0, 

wo f eine willkurliche Funktion von u, v, w der konst. Winkel und 


0 = ^„f^+COta> . 


cot <o . 


ist.<=’ 

Das Verschwinden der Invariante Jg erfordert : 


(2) ')+cot«>.^p„,+ - 9ufv=0. 

du \ <p^ ' sm ew 

Um eine Losung dieser Gleichung zu erhalten, setzt VoB : 

SC’=/(w+v)j U-hV=8, f=€\ 

Und er erhalt, indem er ^ zu unabhangigen Ver&nderlichen macht und 
da 

<7= setzt, die Gleichung 

dC 


(1) Hans Justus Jonas : ijber W-Strahlensysteme, Flachendeformation und aquldistante 
Kurvenscharen, Doktor-Dissertation, Halle (1908). 

(2) Volk, O. : Zur VoBchen Arbeit, Sitzungsberichten der Bayer. Akad. d. Wise. (1924) 
8. 166. 
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(3) cot 10 eV + . A^g^<y"=0, 

die VoB nicht weiter behandelt. 

Setzt maa 

W = iTCS 

so erhalt man aus (3) ; 

dW 


(4) 


“-tt>--2cot (0 W‘ — 

dQ sin’cti 


W^=0. 


Durch die Substitution 

W 4- sin €i; cos (o 


igt=^- 


sm io 


findet man 

Es wird 

(5) 

also 


' cos (lO + t). 

-==C,e-->^’^^(co + t)=f(u+v), 


dt ^ dt d^ 


da d^ da 


und die Gleichung (1) flu C wird 

-^log {0^4- Cl ^ sin (co + t) C} +Ci cot co * cos (a>4-<) 
und die Integration ergibt 


(6) 


3=co 8 (fl;4-<)J- 


cot lu f 


rfv4-Ucos (cu4-<), 


cos(a;4-<) 

wo U, V die willkiirlichen Funktionen von u bezw. v sind. 

(3) Nachtras: zu der Arbeit tiber (I) in (I) 

Nach Voraussetzung gelten gleichzeitig die Beziehungen 
(4) f4-l=0. 

Es ist also ^auch 
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und wegen nach (4) 

(6) X+3E=0. 

Nun ist aber also nach (4) und (5) 

(6 ) R, R^=R, R2=con8t., 

letzteres nach dem an der genannten Stelle Bewiesenen. Nach dem bekann- 
ten Satze von Liebmaijn ist die betrachtete Eiflache nach (6) stets eine 
Kugel. 

Da fiir Kugeln umgekehrt auch stets die Voraussetzungen (I') von 
friiher erfullt sind, so ist hiermit bewiesen der ; 

Satz : Die Kugeln sind die einzigen Eijiachen, far die die Punkte 
P=^-i-(R, R^) in Gegenpmhtcn ziisammenjallen, 

Man kann iibrigens auch folgendermassen schliessen : Aus (4) und 

(10 ^olgt 

(Ri R,,)-f CR, R«)=a=constant, 

j ist also eine „ Eiflache honstanter Affinhreite (SiiB, AV., Math. Ann. 
9b.) d. h. ein Ellipsoid, und da dies von konstanter Helligkeit sein muB, 
kommt nur die Kugel in Betracht. 

Bei dem auf S. 193 (T6hoku Math. Journ., Bd. 36) zuerst genann- 
ten Satz fiihrt der analogs Beweis zunachst zu der Tatsache, dass die 
betrachtete Eiflache von konstanter Breite ist ; versteht man unter H die 
Stiitzfunktion, so ist 

(7) H+H=6=const. 

Gleichzeitig aber gelten die obigen Gleichungen (4) und (5), aus 
denen wenigstens 

(8) R, 

gefolgert werden kann. 

Nun sind bei EiflSehen konstanter Breite bekanntlich die Normalen 
zugleich im Gegenpunkt Normalen. 
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Also ist 

(9) R*+R*=6 (i=l, 2). 

Aus (8) und (9) aber folgt 

(10) R, +R2=5=const. 

Nach einem bekannten Satz von Christoffel sind aber die 
Kugeln die einzigen Eid^hen mit konstanter Summe der Hauptkriim- 
mungsradien. Also lautet der wirklich bewiesene 

Satz : Die Kugel sind die eimigen Eiflociheuy jur die die Punkte 

jj=S+H5 

in Oegenpunkten zuaammenjallen. 

Aus (8) kann man nach Minkowskc iibrigens auch schliessen, dass 
die Eiflache einen Mittelpunkt besitzen muss, weshalb sie nach (7) eine 
Kugel sein muB. 

Nach dem auf der S. 193 (T6hoku Math. Journ., Bd. 36) ausgespro- 
chenen Satz ist zxmlUshst 

(11 H^=c=const. 

und zugleich aber wieder (8) gultig. 

Nach Minkowski hat die Eiflaohe ausser der a. a. O. genannten 
Eigenschaft betr. Pedalkurven von Plojektionen auch einen Mittelpunkt. 
Nimmt man an, dass O dieser Mittelpunkt sei, so ist nach (11) der Satz 
bewiesen : 

Die Kugd sind die einzigen EiflicJien mil dem 3IvUelpunkt O, fur die 
die Punkte 

p=l+'Shi 

in Oegenpunkten zuaammenfallen, 

Auf dieselbe Weise fiihren auch die Ansatze zu Kugeln : 


.JP=S+ 


2 
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Aus 


folgt^»> 


wobei 


{S.5iS2-5-> 8)=0 


8=-^' Ji 





Hier nehmen wir an 


j=0. 


(1) Matsumuea, S. : ijber Fliiclieii und Kurven (I), Mem* of the Fae. of Sci. Taihoku 
Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V., No. 3 S. 36. 




Beitraege zur Geometrie der Kreise und Kugeln (V) 

!5Aji Matsumtoa 

(Accpted for publication, April 7, 1933) 

( 1 ) 

Es seien zwei Kreise St im R. gegeben. 

1st eine normiorte Kugel im R. durch so setzen wir 

(1) =/)./>, 

Dann muss sein 

(2) cosV=T*V«/V 

wobei ^ den Winkcl zwischen und St bedeutet. 

Aufl (1), (2) folgt 

(3) tan V= ^ 

^ ^ ^ T'>l+2T'7v^+T->i 

Also folgt der 

Satz : Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dass 


C. 

c, 

C. 

1 

C. 

c. 

C. 

A11_T" 


AA_T-i 

— tanYj 


T‘‘ 

T- 


A'—T‘^ 

1 

A--T- 

C‘ 

i 

C 

(y 

A12 ^12 

1 

A~~T’- 


-tanV + 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoka Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, No. 8, 
June, 1-933.] 
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+taiiY tan^f 


C, 

T*' 

T« 


T12 

p2 


O, 

r£22 


nnabhaiigig von 

C/ip\ + + 0»pl = 0 

ist, ist die, dass die Kurvenscharen involutorisch zu 


/>?+ 2 (A^^-T‘0 p,p,+(A^-T^) pl==0 
T‘V!+ 2 TV,/),+ T->1=0 
und involutorisch zu 

(A”-f ”) pl--2 (A^^'-f pl=^0 
f ‘Vf + 2 T>,/>.,+T">!=0 


gehoren. 

Aus (1), (2) foigt 

9(cos» ^2 (T" />, + T'- p.,), 

dp, 

( 4 ) 

^(i5L=2(A’V.+A“/>,), 

I 

so besteht 

0=(T‘' p, +T« /).) (A'^ o, + A“ p,^ 

d.h. 

( 6 ) 0 = T" A’* /)5 + (A’“ T'* + T” A“) p,pj+T'^ A" pi 

Aufl ooa'f =A* foigt 

( 6 ) 0=(T“-fc" A”) i^+ A'») p, pi+(I^-k^ A“) pi 

Aus (6), (6) foigt 

T"A« _ A’=T«+T"A« _ T‘*A“ 

'' ^ T”-A'A” T‘*-ifc*A“ T^-A'A“ ' 
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(7) ist die Bedingung dafiir, dass 

cosY=^* 

ist. 

Ist danii folgt aus (2) 

(8 ) BiuV (0=(A«-(<)-T*»(<) ) P,p„ 

wobei < ein Parameter ist.^*^ 

AVenn 8mY(t) die Maximum- oder Minimum werte haben, dann folgt 
aus (8) 

Also folgt der 

Satz : Die Auzahl des Maximums und AEinimums von sin*^ (f) ist 
zwei. 

Die quadratische Form 

( 10) cos (j, />. /. 

1 — 1 

wird durch die Substitution 

(11) />»=«* (i~l> 2) 

in die Form 

(12) ^ (cc «) + 2 /(« ^) c. f, +/(^ ^) cl 

iibergefiihrr, also, auf unendlich viele Arten als Quadratsumme 

(13) 

dargestellt, da die Gleicbung /(a/9)=--0 auf unendlich viele Arten erfilllbar 
ist. 

Das Tragheitsgesetz gibt die Invarianz aller moglichen Quadrate, der 
positiven und der negativen. 

Aus (2) folgt 


(1) Vergl. Maimumura, S. : Beitiuge wr Qeometrie der Kreifie und Kugeln (!', Faculty 
of Science and Agriculture Taihoku Imp. Unlv. Vol. V (19.'12) p. 121. 
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(13') 


jcosV=/), /)„ T‘^ 

(C08>=/), 

Aus T“'=T‘'' folgtrO’ 

COS f = ±COS f, 

d 

d (T.y== dty 

d. h. da^=d(T>>, 

Alls T®‘*= const. T®P ergibt sich 

cos (p==± const, cos <p. 

Wenn der Winkel zwischen ^ und St gleich Null ist, dann folgt 


aus (2) 

(14) 

wobei 

(15) 

Aus (2) folgt 


T" pl + 2T‘ p,p,+T^ f>l=h 

A’V'!+ 2 A'V'i A“ ,r4=l. 

/'cos2v5=(2T'’-A’>? + 2(2T'--A’>.^,+ (2T--~A-*)/>i, 

tnnV- (A”-T»V?+2(A^^-T'0p.ft + (A”-T->f 

^ T"pl + 2^r'p,p,+Tyi 

A'>f+2A>,/>,+A>| 

; ^ A’>?+2A'>,^,+AV2 

Man kann (16) untersuchen wie in (3). ^ muss von unabhangig 
sein. Das ist nur moglich fiir 

• T®** prop. A®P. 


(1) Nakajbia, S. : Kugelgeometrie yon MSbius, Memoirs of the Faculty of Science and 
Agriculture, Taihoku Imp. Univ. Vol. H (1929), p. 13, 
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Wir meinen : 

( 17 ) cosY=T“'<7.|0p, co8V=T“’/>./’ii> 

wobei 

( 18 ) A* 1 » A* = 1- 

Aus (18) folgt 

(19) (A*''-!*") />./), =0. 

Also folgt aus (17) imd (19) 

cosV _ T"J-+2JT''(A"-A") + T-'‘''(A"-A’')'' 

^ C08-V TJ-+2JT‘^(A"-A") + T~(A”-A")- ’ 

woboi 

J=A'--A'- ± /('a" •-'A' y^(A’‘^A") (A=--A^^ 
ist. 

Aus (IG) folgt, (laC if von px und p> uuabhilrgig ist, wenn die 
Bedinguiigeu 

( 21 ) A^^ : A>- : A-=T” : T‘‘ ; T- 
bostehen. 

Uasre Bedingiingeii erfordern, dass es eine Firnktion x braucht, die 
den Gleichuugeu 

A^ ^ = X 1'” , A ’- = X T'", * A - = X T-' 

geniigt. 

Wenn ^ = 0 ist, dann folgt aus (2) 

(22) T'Vr + 2 T‘yv,+T'> 5=1 
Aus (1) und (22) folgt 

(A^‘ ^T‘^) />,02+(A^‘-T*’2) ^4=0. 

^11 'pn ^12 *^12 


(23) 

Wenn 
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dann 

9?=0 

in einer Stelle. 

Wir gewinnen zwei Kugeln 

wobei 

Sind, 


wenn 


ist. 


cos <ps=:X 


Ist p cine Kugel durch il, dann kann man setzen 

h =r + y PjlBi. p, wobei cos = cos (p, 

oder wenn man 5 geeignet erwAhlt, dann kann man setzen : 


wobei 


p=r+/yiPie.. tf, 


A A 

cos bb =cos “gp + cos ip. 


' ( 2 ) 

(1) s"> j;“')=con8t. 

bezeichnet^^^ eine Scbar von Kurvenpaaren. * 

Aus ( 1 ) folgt 

d f d 5* + SPjn df‘ + f jHi d 5™ = 0, 

d. h. 


(1) Q.: i^ber konforme Qeometrie II, Abb. ausdem Math. Seminar der Hamb. 
Univ. (1«26), S. 188‘. 

(2) Matbumuba, S. : Beitrilge *ur Geometrie der Kreise und Kugeln (I), Memoirs of the 
Facaltj of Science and Agriculture, Taihobu Imp. Univ., Yol. V (1932) p. 142. 
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( 2 ) 

Ist die PafFs Gleichung 

auf die Form (2) reduzibel, so kaun dies vorerst so eintreten, dass ihre 
linke Seite direkt gleicli ist, also dass 

ein vollstandiges Differential ist. 

Dazu ist bekanntlich notwendig und hinreichend, dass die drei 
Relationen 

Zj^~Xj”^=0, X^-Yj*=0 

identisch bestehen. 

Wenu die Relarian 


0Z dY\ y/dx dz \ 

\ 0j™ / df ) 



0Y _ 0X >1 

'05" / 


. 0 , 


obwohl die Bedingungen 


3jii ajin 

ajHi 3ji 

0Y 0X 

3jt ajH 

nicht erfiillt Bind, besteht, so kann PfafFs Ausdruck 

X(s*, t, S“)dj>+Y(s*, f, 5«)ds«+ 
+Z(j', f, ^)dt^ 

auf die Form 

s". n 
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gebracht werden. 

S"» S”')=0 bzw. <p(i\ j“)=0 

bedeutet zwei benachbarte Punkte von 

(3) <Pii> s” S™)=0- 

Eine Parameterdarstellung der Kurvenpaare (3) ergibt : 

(4) <’). S*“=/i(«> 4 

Darin sollon /„ innerhalb oines gewissen Bereiches eine ein- 

wertige analytische Funktion der beiden unabhangigen Yeranderlichen u 
und V sein, und zwei dieser drei Funktionen sollen voneinander unabhangig 
sein, d.h. nicht alio drei Funktionaldeterminanten 

(X-)« (/■.).- 

C^»)m (f\)v (fi)u (f)vy 

sollen fiir beliebige erlaubte Wertepaare ti, v verschwinden. 

Jedes Kurvenpaar kann auf unendlich viele verschiedene Arten in 
Parameterdarstellung gegeben werden. 

Wenn man namlich in (4) statt u und v zwei voneinander unab- 
hangige Fnnktionen 

(5) u=X(u, v), v=fi(u, v) 

von zwei neuen Parametern v setzt, so werden die Funk- 

tionen von u, V, so dass eine neue Parameterdarstellung des Kurvenpaars 
(4) ergibt : 

(6) 1^=0 (u,v), ^=X(u,v), s™={r(M, «). 

Jetzt sind zwei der drei Funktionen 0, X, ¥ voneinander auch 
unabhangig. 

Liegt eine Darstellung 

«)> »)» v) 

einem Kurvenpaar mittels zweier Parameter u und v vor, so ergibt sich 
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aus ihr die allgemeinste Parameterdarstellung ein und desselben Kurven-r 
paars dadurch, dass w und v zwei voneinander unabhangigen Funktionen 

(7) u=X{u, v), v=fi(Uy v) 

zwei neuer Parameter u und v gleich gesetzt und diese Funktionen statt 
M und V in die gegebenon Gleichungen eingefiihrt werden. 

Geben wir dom m einen bestimmten AVert u , wahrend wir ver- 
tlnderlicb sein lassen, bo ergeben eich diejenigen Punkte dea 

Kurvenpaars, fiir die 

(*^) <’)* *’)> v) 

iflt. 

Auf einem Kuuvenpaar mit den Parametern u und v wird jeder 
durch eine Gleichung 

(9) (2(xh v)=--0 

zwischen u und r definiert. 

Eine einfache unendliche Schar von Kreisen aiif dem Kurvenpaar 
(4) wird durch eine gewbhnliche DifFereutial gleichung erster Ordnung 
zwischen u und v definiert ; 

( 10) U (u, v) dr- V r) (hi=0. 

Man gelangt sehr oft in der Theorie der Flilchenkurven zu den 
Gleichungen, die in dxi und dr hoinogen und (juadratisch sind : 

(11) A (w, r) da' + 2 B (ii, r) du dr -f- C (w, r) dr ’= 0. 

Nach der Theorie der quadratischen Gleichungen lilsst sich eine der- 
rartige Gleichung zerspalten in 

[A du + (Bi/B^AC) dr] [A du4- (B- ^/B'-AC) dr I.=0, 

BO dass sie in zwei Differentialgleichungen von der Form (10), namlich 
in 


A da -f (B ± i/B'— AC) dr=0 
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gerfallt, die allerdings nur im Falle B®— AC4=0 voneinander verschieden 
sind. 


( 3 ) 

Betrachten wir n Kugeln im und setzen : 

(1) &=St(0 2, ti, 

so ist die Parameterdarstellung den Kurven im R„ durch n solcher 
Funktionen Et(0~" wir analytiscl^ voraussetzen — im aligemeinen 
gegeben. 

Bezeichnen wir die Ableitungen des (<) nach dem Parameter mit 
Stricken, so ist ji(<) des R, bekanntlich dann und nur dann in keinem 
Unterraum geringerer Dimensionszahl gelegen, wenn 

(2) sr, (0, 

d.h. wenn die ersten n Ableitungen des linear unabhangig sind. 

Nun betrachten wir Punkte 

(3) a(0, [a^(0-0], 

wobei 

(4) aj'=as"=aj"= =as‘"-'’=0. 

Bildet man das Determinantenquadrat 

(a> l'> s'. 

SO folgt wegen 

(a, E'. S". S'"-’0-O {<}. 

Somit besteht die lineare Beziehung 

(6) a,a + a,E'+a,E"+ + {<). 

Wenn wir nnnmehr (5) jeweils skalar mit den Vektoren multiplizieren 

j', 

und wiederum die Gleichungen (2), (3) benutzen, so entsteht das System : 
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«> Er+ +0,-1 si si"''’=0 

«! Ei si' + «* E'i'*+ «• EJ'E"' + + «»-i E" Ei "‘”=0 


aiE'""'’E'+«2Ei"" ’ E^'+«'E5 ”"'’e"'+ + «»-iE^"'”’=0 

welches abgesehen von der wegen 
«o=hO 


unbrauchbaren Losung 

«l = «2= =«n- =0 

auf die notwendige Bedingung 



5i Si > Si Si > 

- eJeS""’^ 

E"S» 

Y.' 2 

S» 9 Si Cl > 

... S^E^"■ ' 

E^""'’S'> 

Y.f»- )y*'' Y*<"“’>r"^ 

Si 5i > Si Si > •** 

... E“- 



fuhrt. 


( 4 ) 

{6, d,) dt- + 2 t/(6», 6 >,) ( 6 *, #7) tft dr- (d, (?,) dr’=0, 


d.h. 

( 1 ) i/(d, d,) d< + (1 ± t/ 2 ) ,/ (d, d;) *=0 

und 

(d, 6,) dt'-2 d< dr-(0, d,) dt^=0 

d.h 

(2) T/(M0<fl-(lTi/^)^/(^)dr=O 
bilden harmoaische BQscheh” mit 


(1) Hatashi, T.: Certain double Systenies of Curres on a Surface, Science Beporta of the 
Tahoku Imp. Univ. Vol. VIH p. 217. 
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{e,e,)df+(e^e^)d^=o. 


( 5 ) 

Betrachten wir drei benachbarte Geradon jc, J-l dj, g + d jc im 

die sich schneiden, dann folgfc 

(SS)=0> 

(s+'^j' K+<^8)=0> 

(S+‘^E+‘^‘J» S + tJ S + <^‘'S)=0, 

(E> E+‘^E)=0, 

ih E+<^E+«^'e)=0> 

(E + <^S. E + <is+d s)=0, 

wobei g Kleins Koordinaten ist/'^ 

Aus (*) folgt 

(d-^g, d^g)=0. 

( 1 ) ^^=^^=^9 = 0 

ist die Bedingung^^ fiir das Schneiden der be‘den Geraden ^ und 
Wenn sich ^ aller Nachbarschaften ^ durchkreuzen, dann muB 

( 2 ) 

erflillt sein/^^ 

Setzen wir 



(3) ]_ __ _ 

so folgt 


(1) Jessop: a Treatise on the Line Oomplex^ Cambridge ^1903) S. 20. 

(2) Nakajima, 8,: Bifierentialgeometrie der Hjperboloidscharen Tdhoku Math. Joum. 
Vol. 31 fl929) p.' 260. 

(3) ThokssNi G.: ilber eine liniengeometrische Behandlungsweise der projektiven Flfichen* 
thoorle und die projektive Qeometrie der Systeme von FEchen sweiter Ordnung, Abh. 
ans dem Math. Seminar, Bd. IV (1026) 8. 249. 
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(4) 

wobei jO, py <ry a skalare Grossen sind. 

Aus (4) folgt, dass zwei Geraden 

9 + und 

sich schneiden. 

Aus (1), (3) folgt 

(^) 

Es sei gegeben : 

(6) - 

dann folgt 

(7) (»)„1).)=0, 

wobei a, a zwei skalare Grossen 
+ und 

fiicb schneiden. 

( 6 ) 

Hier mogen wir relative Kreisflachentheorie untersuchen. Es handelt 
sich im folgenden um die Einfiihrung einer Beziehung zwischen 
und dem relativen Bogenelement f einer Flache (j) beziiglich einer 
Eichflache (c). Zwischen und ^ ist eino Beziehung 

f=EJ«' + 2FdMr+Gde, E=;(<, r).(6>,l9,), 

F=x(ty T).(e,e,)y G=x(ty T).(6,e,)y 

zu definieren.^^^ 

(1) Matsumubra, S. : Beitiiige zur Qeometiie der Kreise und Kurven, (1); Mem. of 
the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V., No. 3, p. 
108 (1982). 
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Dann folgen ana Ddsoheks Arbeit'’^ die Beziehungen 
1(U T ).( e , 0 ,)= e =- l , 
x(t, T)-(e,e,)=j=-m, 
i(t, T)-(e^e^)=g=-n, 

wenQ man (i) mit der Eid&che (e) zusammenfallen so folgt 

<p=K(u t) {( e,e,)do+2(0,e^)dtdT^(e^0^)dT^'}, 

^ 0 = -K (t, t) {{0, 0,) 2 {0, 0^) dt dr + (0^0^) dz ^} , 

^p,=K(<, r) {(0,0,)de^2(0,0^)dtdT + (0^0^)dT^}. 

So ist leicht zu bestatigen die Richtigkeit der Eelation^®^ ; 

i(i, r)^— 2H^ + ^o=^‘ 

Also folgt 

{K=X{t, T), 

(dO=2SSHd<dr, 

wobei H die mittlere Belatiykrummung ist, K die totale Eelativkriim- 
mung und O die Relativoberflache. 

Fiir die Relativkugel ergibt sich 

x(t, T)=Jly-±-ti)—. 

( 7 ; 

Wir betrachten drei Kreise St, A im Bj, die durch die beiden 
Kugelpaare j*, und [a, /?, 7'==I> 11] dargestellt sind. 

(1) DuiKSKsac, A.: fiber reletire Flechentlieorie (11), Shtongsbericlitea der Akademie der 
WifieosclMfteii in Wien Mstli6m.-n8turfr. Eli^. Bd* 5 and 6, S. 205 (1927)« 

'2) Veigl, 1. c (1). 
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Wir definieren ; 

S‘'=(rs^)» 

T“'= Ax„ S‘^ Si>'‘=Sf^ Sl'^ S*^ S'"‘=Sf, Sl'^ 

Sind die normierten Kugeln durch St bzw. ft mit 


so moss 

CO8’f = />,J0(,T‘^ 

sein,' wobei f die Winkel zwischea ^ und jj bezw. ^ und St siad. 
Wenn ist, dann muss 

T***=T*^ 

sein. 

In dem Fall (1) seien ft und ft die Funktionen von u bezw. t} dann 
bilden ft (n) und ft (<) zwei Kreisflachen, und ergibt sich : 

(1) A“'(m)^,/>j = 1, 

(2) co8>=T(«, ()p,py 

Wenn die Kugeln durch jeden der beiden Kreise ft und ft zu dem 
anderen senkrecht sind^ dann entsteht: 

( 3 ) p,(ft)^p,S>^=0. 

Aus (1), (2) und (3) eliminieren wir /o„ p^, dann ergibt sich 0 als 
Funktion von t und u. 


( 8 ) 


Betrachten wir 
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( 1 ) 


_ _ T" + 2T‘'A+T“;* 

A”+2 A«;i+A“^'' 


wiedor, wobei ^ verftnderlich ist. Wir wollen setzen : 


( 2 ) 


3 cos* <p 

Vx 


= 0 . 


Aus (2) folgt 

(A” + 2A'*A + A**;-’) (T'* + T**>i) - (T" + 2T'*>i + T-'*^*) (A’*+ A**i) =0 


odor 


d.h. 


(3) 

(4) 

(5) 


A’' + 2A’*>{ + A“>1* T‘' + 2T'*>i+T-’*;* 


A'*+A“>i T‘*+T-'*;i 

A'*+A*/l _ T‘‘+T'*; 

A’-’+A**/}' T‘*+T'-A ’ 


(All T'ii- A’-’ T") + (A” T-'*- A“ T") ;i 
+ (A’*T**-A**T'*);*=0 

Oder in Detenninantenfonn nacb Multiplikation mit (>- wird geliefert : 


A" p, + A’* p„ A’-’ p, + A" pi 
( 6 ) '= 0 . 

T"p.+T'*p^ T'*p,+T->, 

Die belden Wurzeln und dieser quadratischen Gleichung 

bestimmen die Maximum- oder Minimumwerte von coet’f. 

Wenn 


(All x'2_ A’* T")+ (A” T^-A^T") X, 
+(A'*T**-A**T'*)>i5=0, (i=l, 2), 


dann folgt ans (5) 


jj_ 1 / 1 1 V ^ A'’T**-A**T" 

“ 2 'V X, Xi ) 2 ' A"T‘*-A'*T“ ’ 

1 A’*T“-A“T‘® 


X,Xi A”T’*-A'*T" 
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( 9 ) 

fietracliten wir Kreisflachen^'^ 
r), 

dann Bind die Losungen der partiellen Diffferentialgleichung'®^ 




a 


d 

zt 




wobei 




), 


T=v'(0,d)(ff,e,)-(W. 

iJie Kreisflache sei auf ein isometriBchea Koordinatennetz bezogen, 
und eB werde fur dieses von vornherein angenominen ; 

(d,e,)=(0,0,), (0,0,)=o. 

Dann wird 




1 / 

(6,6,) \de dr-/ 


dt‘ 3r-' 


weist auf einen Zusammenhang der Minimal flachen mit den Funktionen 
einer komplexen Veranderlichen bin. 

Wir wollen alle Punkte der Kreisflache suchen, wo f (<, r) denselben 
Wert a besitzt, wobei f>(<, r) eine gegebene Funktion von t und r ist. 
Dann foigt 

(1) <p(t, r)=n. 


(1) KNOBLAUCH) J. Qmndlagen der Differentialgeometrie) Berlin und Leipzig, (1913) 8. 
4S8. 

(2) NakajimA) S.: Differentialgeoxnetrie der Kreisacharen (VIU)) Tdhoku Math. Journ. 
Vol. 32 (1930) S. 214. 
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Aus (1) ergibt sich 


( 2 ) 


11 




Oder, ist a Proportionalitatsfaktor, so ist 


( 3 ) \ 

WO 8 die Bogenlaage der gesuchten Kurve auf iinserer Kjreisflacho 
Ist insbesondere 


<p=a 

der thennische Parameter, so muB 


J"<p=0 


sein. 

J" if bedeutet aber, dass es eine Funktion ip derart gibt, dass 


(4) 


1 

1 

(wll -iwl’l 

dt 

dp 

V(e,e,)(e,e,)-{e,e;r > 

(W -(»A) 

\ ar 



ist. 

Setzt man aber 


<p,=B(<p), 

so kann die Funktion S so bestimmt werden, dass der thermisohe 
Parameter ist. 


(1) EoMMFitBLL, V. and Kombcebbll, E.t Theorie der Baamkuiren und krummen 
Fiaoben U (1931) 8. 24. 
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Es muss dann 

sein, doch entsteht 

(6, e,) de'+ 2 {6, d^) di dr+ (<9, S^) d r-=0 

ist die Gleichung von Minlmalilnien. 

Die Different ialgleic hung der Kriimmangslinien des zweiten Mantels 

ist^ ^ 

(SC,*-.KB,*)dw‘dtt*=0, {u*=U w*=r) 

Also ist die Bedingung fur die harmonische Trennung der beiden 
Elementenpaare 

{6, 6,) {S B..,) + {6, e,) {SC„~KB„}- 

-2(^,6^0{SC„~KB,,}=0. 

( 10 ) 

Wir haben zwei quadratische Formen 

(^) /^p » 

deren erste wegen A^O sicher nicht ausgeartet ist. Bekanntlich gilt nun 
der Satz, dass man solche in Formenpaar inimer durch eine lincare 
Transformation 

(2) h=f:c‘f [a=I, n] 

P-I 

in das Formenpaar 

(3) und 

fiberfiihren kann, bei dem nur reinquadratische (ilieder stehen bleiben^ 
was im allgemeinen auf eine und nur eine Art geht, allein im Falle 


(1) Blabchke, W. : Beitrage sur FlSchentheorie, Abh. aub Math. Seminar der Hamb. 
Univ. (1®25) a 9. 
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(4) T*P prop. A**" 

auf unendlich viele. 

Schliessen wir den Fall (4) aus, so konnen wir also auf eine und 
nur eine Art zwei Hilfskugeln durch St annehmen, sodass 

(6) Jj T-=0 

wird. 

Ebenso konnen wir die Kugeln durch St auf nur eine Art wahlen, so 

( 6 ) 1 ) 

wird, wenn wir den Fall 

(7) prop. 

ausschliessen. 

Wenden wir auf 

( 8 ) 

die spezielle Transformation (3) (5) (6) an, so ergibt sich fiir die zuge- 
horigen : 

m «■=*/- 

Die Winkelhalbierenden Kugeln von <7^5® und r^j® sind durch 

( 10 ) 

gegeben.^’^ 

Sie fallen aber nach (9) mit und zusammen. Da diese Kugeln 
von ^ gar nicht abhangen, bleiben die Winkelhalbierenden fiir jedes 
Kugelpaar (10) immer dieselben. 

Zu diesen Kugeln gelangt man auch durch die Frage ; Wann gibt 

(1) Matsumuba, S.: Beitr2ge sur Qeoxoetrie der Kreise und Kugeln (11), Memoin of tbe 
Faculty of Sci and Agr., Taihoku Imp. Univ., Fonnosa, Japan, Vol. V, p. 182 (1988). 
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es zu einem Winkel ip nur eine Kugel durch St, die unter diesem 
Bchneidet ? 

In diesem Fall muss in (9) entweder pi oder pn verschwinden, und 
es ergeben sich die ausgezeichneten Winkel werte 

(11) coS‘^i=T^' und cos“^ 2 =T“' 

Aus (11) erhalt man mit Hilfe von 

K=-^ ; H-Xt; und (5) 

K=>C08’f, COSYs ; H=-^-(coS*^P, + C08-Y2)* 

2 

Damit ist eine goometrische Deutung der Invarianten zweier Kreise 
gefunden. 

Die ganz analogen Verbal tnisse finden wir natiirlich auch beim 
Biischel 

Wir erhalten wieder zwei invariante Winkelhalbierende. Da K und 
H in den beiden Kreise n symmetrisch sind, mussen wir wieder auf 
dieselben Winkel ; <p 2 gefiihrt werden. Die beiden gefundenen Paare 
von orthogonalen Kugeln, die von Vessiot entdeckt worden sind, wollen 
wir die Hauptkugeln des Kreispaares nennen. 

Aus 

und aus (5) erhalten wir 

( 12 ) T‘2=S'' + S'2 

ehenfalls 

(13) f‘*=S"S’*+S^S’*=0. 

Aus (12) und (13) folgt aber; 

r(S”)2=(S“)2 

(Entwedet das Erstere oder das Letztere mu3 bier gel ten). 



324 


s5ji matsumuba 


Daraus werde aber folgeu : 


T“=T^, 


T**=T^, 


d.h. wir batten aber gerade den ausgeschloBsenen Fall (4) (7). 
Oder es muss eine der folgenden Gleichungspaare gelten : 


(14) 


order 


S'*=0 

I 

S*'=0 


(15) 


■S"=0 

S“=0. 


Weil bei der Vertanschung von j* mit die rechten Gleichungen sich 
mit den linken vertauschen, konnen wir uns, ohne einen Fall ausser 
Acht KU lasBen> auf die Gleichungen links bescbranken. 

Daraus foigt aber dann 


( 16 ) 


/T“=rCOS>2=(S=2)2 


Also ist nach (14) jede der Hauptkugeln durch 55 zu einer der Haupt- 
kugeln durch 55 senkrecht, mit der andern aber bildet sie nach (16) 
einen der bereits definierten Winkel oder 

Die MoBiusgeometrie zwei sich nicht schneidender Kreise ist gleich- 
bedeutend mit der nichteuklidischen Geometric zweier Geraden, denn solche 
zwei Kreise haben eine gemelnsame orthogonale Kugel. Betrachten wir 
diese Kugel als die ),ab8olvie die wir im Mobius Eaum adjung- 

ieren, um zur nichteuklidischen Geometrie zu gelangen, so wetden die zu 
ihr orthogonalen Kreise 55 und R nichteuklidische Geraden. 


( 11 ) 

Wenn wir ein.Paar von Punkten ( 5 ^ 5 “); wobei j* [a=I> II] zwei 
Kreise iin R* sind, betraschten^^^ und 

(1) CooLiBOE} J. L.: The Geometry of the Komplex Domain, Oxford, p. 32 (1924), 
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St Si 


8 * 82 1 

S9 l-l 8 t 1 - 

9. 9* 


t, t, 1 

S t l-l 8 9 1 i 

St Si 


8 t 82 


t. t, 


9t 92 


=(S8> 90 

das Doppelverhaltnis von vier Kreisen t im nennen, dann 

folgt der 

Satz : (1) ist invariant fiir Biischeltransformationen 


( 2 ) 


Oder 


(3) 


'P *4" S2> 


r<Tjc — A22 j,H- Ai2 Joj 

^2= Ajn Ji — An 


!A.,l+0, 


wobei Aij Konstanten und p, a Proportional itatsfaktoren sind. 

Aus unserer Definition (1) ergibt sich der ahnliche Satz in Coolidges 
Buch.<’> 


( 12 ) 

Es gibt oo*’’ Kreise im Mouius Raum. 

Ein Kreis Si im kann a Is ein Schnitt zweier Kugeln 5 * [a=I» II] 
festgelegt werden. 

Alle Kugeln g in R , die sich linear aus den jc** kombinieren lassen, 
gehen durch denselben Kreis Si> 

Wir konnen gaher auch zwei neue Kugeln 

fi) [a=i, II] 

P-I 

als Linearkombinationen der j* mit Koeffiziententen C?, deren Deter- 

* * . . -I 

minante , cj | ={=:0 sein mu 6 , einfiihren, wenn und j” nicht proportional 


(3) 1. c. (1). 
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werden solleD, und dann ebensogut durch die jc* unsern Kreis darstellen. 

Betrachten wir eine ganz beBtiminte Kugel 5 in dem Biischel durch 
St in bestimmter Normierung, so mu6 sie sich einmal als Linearfcombina- 
tion 5® in dem 5, dann aber auch als eine solche 5, j® in den trans- 
formierten Grossen schreiben lassen/*^ 

Da 5 als eine geometrisch fest bestimmte Kugel von den Biischeltrans- 
formationen nicht abhangt, so muB sie in den beiden Darstellungen 
dieselben Koordinaten haben^ also 

3k 3k 

* 

Setzt man j® aus ( 1 ) ein, so erbalt man 

( 2 ) P,=cipy 

Die p^ bilden also einen kovarianten Vektor. 

Es seien zwei Kreise it, R im Rs, 

1st 

eine normierterte Kugel durch it mit 

( 3 ) 

SO muB • 

( 4 ) cos^y?=^«p{,T®‘* 

sein, wobei ^ den Winkel zwischen ^ und St bedeutet. 

Wir betrachten hier nur eine binare quadratische Form ( 4 ) und 
setzen 

(T”, T«)sT‘Vf+ 2 DVi/t>n+T^i^, 
deren Koeffizienten T”, T“ ganz und rational sein sollen. Dann 

geht sie durch die Substitution ( ^ \ d.h. dadurch, dass man, unter 

^ p, V ' 

X, X, fif V gegebene Konstanten verstehend, 

Pi-3cpi+Xp^, 

(1) Blasohkb: VorlesQDgen iiber Difierentialgeometrie !££, Berlin (1929), S. 262. 
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Pn=f^Pi-^‘0p 

setzt, in eiae im allgemeinen voa ihr verschiedene Form'*’ 

(T", T^)=TVi+2T*Vi/^i+T^?n 

iibor. 

Zwischen den Koeffizienten der transformierten Form (T”, T’S T^) 
und denen der urspriinglichen Form ('T’, T‘*, T^) bestehen die Bezieh- 
ungen 

( + 2 Xv^T^v^- 

Die Tatsache, dass (T”, T*-) vermittels der Substitution ( ^ ) 

\ fif V ^ 

in (T”, T‘^ T“) iibergefiihrt wird, sei diirch die Gleichung 
(X't, T‘S T^) ( ^ =:(T", T'-, T-“) 

^ /i, r 

ausgedriickt/®^ 

Dabei ist stets angenominen, dass der Modul der Substitution, d. i. 
der Ausdruck 


J^Xt'>’—k fJL 

von Null verschieden sei 

X 


Die Substitution ( ’ ^ selbst heisst eigentlich oder uneigentlich, 

\ fX, V / 


je nachdem J positiv oder negativ ist/’^ 


1st insbesondere J=l, so heisst die Substitution ( ^ ) unimodular 

\ ^ V / 


(1) Nakasima, 8.; BifTerentialgeoiQetrie der Kreisscharen (It), Tdhoku Math. Joum. 
Vol. 81 p. 44. 

(2) Matsumura, S. ; Beitriige zur Goo. der Kreise und Kugeln (tit), Mem. of the Fac. 
of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, No. 7 (1933) S. 249. 

(8) Gauss, Disquisitiones arithmeticae. Art. 157. 
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und die beiden Formen (P’, T‘®, T“) und (T”, T**, T“) sind in diesem 
Falle eigentlich Equivalent. 

Im folgenden ist mit Aqulvalenz schlechthin Btets die eigentliche 
gemeint. 

Die Aquivalenz der Formen (T”, T'S T“) und (T”, T‘*, T”) wird 
durch die Form 

(T”, T‘^ P*, T^) 

angezeigt. 

Der Satz iiber die Transformation ist 

1. (T\ T‘S T^) ( ^ )=(V\ T% ; 

\ fXy V / 

ebenso 

(T", T", T«) ( T'», T“) 

' -V ' 

2. Neben 

(T<i, T‘=, T^) { *’ ^ V(T‘’, T"'', T-’>=) 

\ fl, V > 

ist stets 

(_n, _T'*, -T^) { ^ VC-T", T«, -f“) 

\ fl, —V / 

3. Ist die (T", T'*, T") aquivalent mit (T«, f'*, so ist anch 
(_T", T'", -T“) aquivalent mit (-f", f'*, -T“). 

4. I Wenn die Form (T”, P*, T^) durch die unimodulare Substitu- 
tion 


H I * ) 

deren dritter KoefBzient 1 ist, in die Equivalente Form (T“, P®, 
iibergeht, so gibt es stets eine Substitution S^ von der nEmlichen Gestalt 
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wie S, durch welche (T", T‘*, T^) wieder in (T”, T‘^, T*®) ubergefiihrt 
wird, nnd zwar ist 



eine solche Substitution. 


( 13 ) 

ist eine normierte Kugel im Rj durch den Kreis A in R, mit 

so muB 


COS*^0 = /),/3pT•^ 

Unter dem Produkte 

(1) C=AB 

der beiden biliueareu Formen von 2 Variabelnpaaren x und y 

A=s a« *. Kk y*. 

*i yt“S Ta *. Vk, 

werde der Aus truck 


c=? 


aA 

^Vk 


verstanden, so dass 


aB 

ax^ 




(2) hife 

fur I, 2 

wird. 

Bei dieser Definition wird die Multiplikation assoziativ und dis- 
tributive im allgemeinen dagegen nicht kommutativ. 

Die Determinante der Koeffizienten des Produktes C wird nach (2) 
gleioh dem Produkte der Determinanten der Faktoren A und B. 
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Bezeichnet man die Determinante der KoeflSzienten einer Form C 
allgemein mit | C , bo zieht demnach die Gleichung (1) auch die folgende 

|C|=|A| |B| 

nach sich. 

Zwei Formen A und B heissen vertauschbar, wenn ihr Produkt 
kommutativ ist, d.h. wenn 


AB=BA ist, 

welche Gleichung also die 2- in den Koeffizienten von A und B in den 
linearen Gleichungen 


repr^ntiert. 


i, ^=1, 2 


( 14 ) 

Die zu zwei Werten k und x von dr :dt gehbrigen Fortschreitungs- 
richtungen vom Punkte (t, r) der ersten Kreisflache aus bilden einen 
Winkel a miteinander, fur den 

ist. 

Die entsprechenden Richtungen ira Punkte (t, r) der zweiten Kreis- 
flache bilden einen Winkel a miteinander, fiir den 


(2) * cos a ~ (^^t) d- + x) + 

y {{BA)+\hK)k+{^Aw} [m)+me.>+{^Ay 

ist. 

Werden k und x so gewfihlt, dass die zugehorigen Richtungen auf 
der ersten Kreisflache zueinander senkrencht sind, so werden die zuge- 
horigen Richtungen auf der zweiten Kreisfl&che im allgemelnen nicht 
zueinander senkrecht sein* 
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Einem rechten Winkel auf der ersten Krelsdache entspricht vielmehr 
nur dann ein rechter Winkel auf der zweiten, wenn dis Bestimmungsetiicke 
h und X der Schenkel so gewiihlt werden, dass gleichzeitlg 

cosa=0 


und 

cos a=0, 

also 

({e, 0 ,)+{e, e,) (^•+*)+ (0, e,) k *=o, 

(3) .... 

( (6, e,) {6, e^) (*+*)+ (#, e,)kx=o 

ist. 

Es mussen also h und * so gewahlt werden, dass ihre Snmme und 
ihr Piodukt die Werte haben : 


(e.e;) 

{e,e^) (ej;)-{e,e,) (0,e,) 

d.h. k und x sind die Werzeln der in k quadratlschen Gleichung: 


(5) 


Oder 


( 6 ) 


{(0,0,){e,e,)-{0,0,) (0,0,)} - {(0^0,) (o,0,)-(0,0,) (0A)}k 


+ {{0,0,)(K0)-(e,0,) (0,0,)v=o 


¥ (0,0,) (Ke.) 

-k (0,0^) (d.d'o 

1 (0,0,) (0j,) 


= 0 . 


Aos (6) ergeben sich die folgenden 6&tze : 

Satz 1 : Die beiden Scharen von Minimalkurven der einen Kreisfl&cbe 
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bilden sich als die belden Scharen von Minimalkurven der anderen 
KreisdMohe ab. 

Dann ist die Abbildung konform^ und jedem Orthogonalsystem auf 
der einen Elreisflache entspricht ein Orthogonalsystem auf der anderen 
KreisdiU^he. 

Satz 2 : Nur eine Schar von Minimalkurven der einen KreisfhUshe 
bildet sich als eine Schar von Minimalkurven der anderen Kreisdache 
ab* 

Ausser diesem als Ausartung eines Orthogonalsystems aufzufassenden 
System gibt es alsdann kein Orthogonalsystem auf der einen Kreisdache, 
dem auf der anderen Kreisdache wieder ein Orthogonalsystem ent- 
spraohe. 

Bei reeller Abbildung tritt dieser Fall nie ein. 

Satz 3: Keine der beiden Scharen von Minimalkurven der einen 
Kreisdaohe bildet sich als Schar von Minimalkurven der anderen Kreis- 
dache ab. 

Alsdann gibt es ein und nur ein Orthogonalsystem auf der einen 
Kreisdache, dem auf der anderen Kreisdache wieder ein Orthogonal- 
system entspricht. 

1st die Abbildung reell, so sind es auch die beiden Orthogonal- 
systeme. 


( 15 ) 

Geben wir einen Kreis f als Funktion eines Parameters so ist in 
der Ebene eine Kreisschar bestimmt. 

Sind t), b die beiden umhiillenden Kreisen von $ mit dem Nachbarkreis, 
die beiden Fnveloppenpunkte‘‘, so gilt ; 

((bb)-l, (b?)-(bO=0, 

(1) j-- . . 

((bb)=«i, (be)-(br)=o. 

t) und b lassen sich als die beiden Losungen des Systems (1) von einer 
qnadratischen imd zwei lineaaren Gleichungen bis auf den Homogenit&ta- 
faktor berechnen. 
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Wir denken uns in dem Fall, daft (bb)=0 wird, d.h. b senkrecht zu 
ist. 

Wir haben jetzt folgende Tabelle skalarer Prodnkte zwischen 
b und b 


— 

' f 


b 

b 


, 1 

0 

0 

0 


0 

1 

J 

0 

0 

b 

0 

0 

1 

0 

1 b 

! 

0 

0 

0 

1 


Aus dem Multiplikationssatz der Determinanten folgt nUL 

(3) I r, b,br-l. 

Dann erhalten wir die Tabelle skalarer Produkte ; 


( 4 ) 


— 



b 

b 


-1 

0 

c 

c 

b' 

0 

— c 

0 

0 

b' 

0 

— c 

0 

0 







SO ergibt sich 


(1) ThomseN) G. : fjber konforme Geometrie II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ. IV Bd. (1026) 8. 127. 
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{ r'=-f+cb+ct), 
b'=-0f', 

b'=-cr. 


( 1 « ) 

(1) s=x« «*) 

im R3, wobei v? zwei Parameter sind/*^ 

Nun setzen wir'^^ 

(2) I l^Gtjdu^du^, 

nacb der Bezeichnung des Rioci-Kalkuls an. 

Die Grossen werden dann folgendermassen dargestellt: 

I XJtS2 jnXt2 |> 

(^) ’ Cli2=5 1 SS^S^SiiS^ \y 

^^22= I XJiE»Si2S22 • 

Bei beliebiger Transformation des Parametersystems 

(6) u^=u'^(u\ u^), u^) 

kdnnen wir sehr leicht die Beziehung 

(6) Gy C?1^ = (-g J Gy d«‘ du^ 

ausfuhren, wenn wir mit G^^ das durch Ersetzung von u* anstatt u* er- 
haltene G^^ bezeichnen. 

Anderefseits erhalt man 


( 7 ) 


=J»Gy 


8m« 

3u* 




wobei 


(1) Thomsek, ; Grundlagen der konformen FUtchentheorie, Abh. auB dem HatE 
Seminar der Hamb. Univ. HI (1924) 6. 37. 
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( 8 ) 


a(«S u*) 


ist. 

Daraua folgt 
(9) 

Nach (6) und (9) soil der Dif&rentialausdruck 

(. 0 , 

von der Wahl des Parametersystems unabhangig sein. 
Dann sind 


(11) 


5^22= IJS>5^Si222|* 

V ^11 


Wir setzen nun voraus, dass die Determinante 

( 12 ) G ..,- Gf ,)^>0 

ist, da sich die Theorie in ahnlicher Weise entwickeln kann, wenn G^O 
ist. 

Es genugt, g^j als kovarianten Tensor zweiter Stufe anzusehen. 
Infolge der Voraussetzung (12) existiert dann der kontravariante Tensor 
g*^ so, dass 

(0 fiir i^k 

(13) 9 '^ 9 jk=Sl=] ist, 

(1 fiir 


d.h. 
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>= 

Pss 

1 

1 lSl£tS«SisStt 1’ 

G 

' ■ ij^(ti„cL-(ai.)* 


9i2 

-1 

1 SStStSii Sa 1’ 

G 

2^(G-G^G5)‘ 


9\\ 


1 SS'SiS" Sa !• 

G 

t^(G.,G^-G*,)*^ 


(14) 


Betraohten wir 

( 16 ) lii , + + gr 5=0, 

dann ergibt skh ; 




(16) 


JP* — 2Q2 1 5 S' S« S'* Sw l> 






Bei der Anderung des Proportional itfttsfaktors : 

(17) i=X(u\ u^)i\ 

wird die lineare partielle Diflereatialgeichung (15) in die Form 

(18) +(?*5^=0 
gebracht, wobei 




(19) 


(g=:;i'5 (g*-2-^p** + -^4- 


Bind. 


Der AtiAruck 

(20) I- -5+j)^t \rgjkP^p* 
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ist bei der Transformation ( 17 ) eine uneigentliche Differentialinvariante. 
jc seien die normierten Koordinaten^ nnd wir dednieren jetzt den Vektor 

(21) *>=!>■'* s,*=- 2/554-55, 

der von der Wahl des Parametersystems und zwar von der Wahl des 
Koordinatensystems unabhangig ist^ und mit seiner Hilfe dehnieren wir 
welter die drei Vektoren 

(22) — ^9r.p‘ 

Der durch die Vektoren ausgespannte Vektorraum ist von der 
Wahl des Parametersystems unabhangig. 

( 17 ) 

Vorausgesetzt, daB 

(6, e,), : {6, : (6, ; {o, e,), 

auf zwei Kreisflachen S, und S. nicht existiert, dann existiert ein und 
nur ein orthogonales Kurven83rstem auf S„ mit dem ein und nur ein 
orthogonales Kurvensystem auf Sj korrespondiert, und seine Gleichung ist 

+ [{ 0 , 6,), (6, e,), {o, e,),-] at dr 

+ [{0, (6, e,),{e, e,),] dr^=o, 

wobei die Punkte (t, r) auf S, mit den Pudkten (<, r) auf Sjj korres- 
pondieren. 


( 18 ) 

' Es sei jc(u; t?) ein zweiparametriges Kugelsystem in R3 -Raum oder 
eine Rache^^^ in der R.. 


(1) Blaschkb, W. : t}ber die Geometrie yon Laguerre, Abh. aiis dem Matb. Seminar der 
Hamb. Univ. IV Band (1926) a 204. 
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Die Schar der Beruhriingskugeln des Hullgebildes an der Stelle wird 
daiigestellt^ wobei b das sphftrische Bild der Stellung des 
Hullgebildes ist, 

Wenn 


besteht/^^ dann folgt 


— — ?!-T^ — 1?+ const. 
+ 1 

b=e 


— V const. 


( 19 ) 

Wir betrachten nun die Funktionen des Kreises im Rj 


und setzen 


dann folgt 




dx<^ 




ax" 

9 (*•)'’ 




Bei der Verschiebung der x‘ in der Bichtung c, gehen au 6 den 
V* andere Systeme 7,+df);,, hervor. 

Fiir die Anderongen df ly,, der »• bei der Verschiebung der 

in der Bichtung erhalten wir bei der Transformation die Trans- 
formationsformeln 




(1) Kf^AJlMA, B.; t}ber cwei Fltlchen, welche eine Beiieliufig haben, rehoku Math. 
J«ina.Vol. 30, (1028) p. 142. 
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se'(rf‘y= 


d(x»y 3(a:«)'3(xy 




Diese Formela zeigen bereits, daes die einzelnen df d ^ if nur bei 
linearer Transformation der *• invariant sind, aber nicht mehr bei 
hoheren Tranformationen, und auch dass sich dagegen die DifFerenzen 
verschiedener dfiy#, transformieren wie die ly., v* selbst. 

Es muss dann moglich sein, neue Variable (x*)' so zu bestimmen, 

dass 


ex" 


dSri, 


dx^dx^ 


% 9 


Wegen 


ist dann 


0xP 

a(x«x 




a’x" 

a(x‘xa(xY 


»(5!X 

ax' 




ax» arx^x „ fi fur «=r 

a (XT 3x^ -jo „ 


/ 0X® 

a (x*)''' 

l__ a^x» a (xT 

ax* va(x''X 

dx^ ^ 

' a^xT^CxT 3x* 


+ IfL _?!^=o 
a(x<'x 3xrax* 




ax« a^x^x e 


a(x''X ^x^ax* 


« 7T 9 


0 (X**)' 0 X® 0 X- 

Somit konnen wir setzen 


{aV=al^) 

und haben dann 


Aus 


df t?®=— a?®f^t7^ 
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• d(xfy 3*f3x* 

folgt dann fiir die Bestimmung der (x*/ das System von Diflferential- 
gleichungen 


0 (x*)"' 0 0 X* 

Die Bedingungen fiir die Integrierbarkeit dieses Systems lauten 


0 a?* 

0X^ 


0a?^ 

0x* 


+aJTaf*-a5*af'=0. 


( 20 ) 

Im folgenden behandein wir die Aufgabe; 

Drei Kjreise mit Vektoren a> S, 8 im seien gegeben, und wir 
wollen zwei skalare Grossen x und y so bestlmmen^ dass 

S=ax+93y 

moglichst gut erfullt werdeu soil, d.h., diese Kreise durch a und 93 
mdglicbst dem Kreis S gleich werden. 

In unserem Fall handle es sich darum, zwei skalare Grossen x und 
^ so zu bestimmen, dass die vier Glelchungen 

/<=a<x+A<y (i=l* 2, 3, 4) 

moglichst gut erfullt werden, die nach dem Prinzip der Methode der 
kleinsten Quadrate im allgemeinen bekannt sind, wobei 

die Losungen der Komponenten des Vektors'^ 

OX+83/—S Bind. 

Man erbftit so die Bedingungen 


(1) TaoKSBzr, Q.: Uber konforme Geometrie II, Abh. atu dem Math. Sem. der Hamb. 
Uair. Band IV (1025) a 118. 
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( 1 ) 


faS=xa* 

(»S=xa 


=xa*+yaS» 


Diese sind nichts andera als die Normalgleichungen der Ausglei- 
chungBrechnnng 


( 2 ) 

tmd zwar^'^ 


f[ao]x+[a6] j/=[aq, 
I[a6]x+[66]y=t6;], 


[a o] =o* + < 1 ^ + 


a. s. w. 


Aber 


[ao] = l, 

[ 66 ] = 1 . 

Aub (1) folgen so die Boziehungen 


( 3 ) 


rx+[ab]y=[a?], 

|[a 6 ]x+y=L 60 , 


Dies Bind die Gleichungen, von denen x und y bestimnit werden sollen. 

( 21 ) 

AIb eine unsrer geometrischen Anwendungen niSchte ich bier eine 
dynamiscbe Aufgabe behandeln. 

Mit 


X=j(«', uS u’), (S5=0, «»=w) 

bezeichnen wir den Flfiebenpunkt eines drei&choithogonalen Fl&cben- 
' systems im konformen Baume derart, dass die Gleichungen 

uooonst., v=coDSt. und ws=const. 


(1) 1. c. (I). 
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die drei Systeme too den sufeinander senkrecht stehenden FISchen 
daretellen. 

W&hlen wlr auf den Schnittkurven der Fl&chen u, v, w die Punkte 
5i» 5» ii dann ist 

'Si=S(«+«> H 

(1) «’)> 

«» w+O- 

Wir nehmen drei Punkte jj, j, bo wie 

'S<=S(«+®> V> »)> 

(2) <jSs=S(“» «+?> »+C)> 

^&=S(«+*> ®> »+C)- 

Ist p die Dichte des Korpers (Masse pro Volumeinheit) im Punkt 
5 («, V, »), dann ist p eine Fonktion von u, v, te, 

Wenn jedes p in j;„ £„ gleich ist, dann foigt 

(p{u+e, «+)f, v})=p(u, «+ 9 , w+C) 

(3) < 

( =p(M+e, V, w+Q. 

Dnrch die Beihenentwicklong erhftit man die folgenden Gleichungen, 
in denen die Fussmaiken die Differentiation nach u, v und to andeuten : 

e* 7j* 

epy+~pa + =riPi+-^Pa+ 

— C/*8+'^/>S3+ 

*/>! + ?! iOt+-^(e®/>„ + 2 *5/),, -f-7Ya^) + 

=?/»*+C/»a+-|-(’f/>a+25C/>o+CV®i)+ 

— C /*»+•/*» 2 (I + ^ii) + 

nnd meraus foigt 
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a4s 


und schliesslich 

(4) ^,2- Pin* Ps{=^pipi^ pipi’ p-'.pi* 

Aus (4) kann man die Beziehung 

p{p) + \L{u)-\-v{v) ^ w(w)=0 
erhalten/*^ wo p=:(p(j)) ist. 

( 22 ) 

Es seien it, ffl, Jl drei Kreise im R,. 

1st eine normierte Kugel im R, durch St, dann ergibt aich 

cos- <p = 

COS ^ = 

A>f+2A*V,p,i A-’^^ 

wobei 

und 

ist. 

Aus (1) folgt®^ 

cos {ap + p) cos (^ — ^) = cos- p — sin- p 
A".o?+2A’V,/>,+A«/t^ 

A”;^+2A'>,j^,+A“^ 

Wenn jP=0 ist, dann ergibt sich 

(2) ^=/’.(<)s‘ 

(1) Liebmakn, H. : Die SAUEBsche Zerteilung des Baumes, Math. Zeitschrift Bd. 28 

(1028) a 88. 

(2) Vergl. 1. c. ( 1 ) 
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mit 

(3) t«v.Wpi.(<)=o 
wenn p=Mrp(t) ist. 

JBezeiGlmeu wir die Ableitung l^ngs der Kugelschar (2) mit d, bo ist 
die dem ^ benachbart zu erzeugende Kugel durch 

(4) , 4.^-4, «e)s- 
gegeben, wobei die folgende Bedingung 

ST*v.-/r=® 

ap 0 1 


fur erfullt sein muB. 
dt 

Wir wollen betrachten 

(5) ^Pxi^ 

wobei 

T*VaP,4=0, ^9=0 

ist. 

Aus (6) folgt dann 

o - 

Pat" ± S«3C • 

Aus 

(6) 

folgt 

^9-0. 

Wir wollen ko^jugierte Punkte nennen.'*’ 

(1) Vergl Nakajxma, S. : Kugelgeometrie von M&bius^ Mem. Facn Sdenoe and Agrioultare, 
TUhokfi Imp. Univ. VoL U (1920) p. 21. 
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( 23 ) 

Im Folgenden werden wiederholt die Invarianten der beiden quad- 
ratischen Formen 

fi , 2A}yp,+A.^ph 

auftreten^ und wir setzen daber zur Abkurzung 

Diskriminante von /, 

Diakriminante von f^, 

A“+ A^’ T“-2 T^A}^ 

Simultaninvariante beider Formen oder die zweite Ueberschiebung von 
y, fiber /*. 

A" pi + A’* pi A’* Pi -f A“ /t>* 

ist die Funktionaldeterminante der beiden Formen oder die erste 
Ueberschiebung von y, fiber f^, 

R=Dj2— 4D„ D 22 , 

Resultante von /, und 

Wenn cos-^=A;*, dann 

y,~^72=o. 

Setzt man die Diskriminante dieser Gleichung gleich Null, so erhalt man 
die beiden Werten von k(ki, kj) fur die Doppelwurzeln von cos-^—ifc- 
durch die Gleichung 

D22A;^-D,2^+D„=0, 

oder 


At/ R 
2D22 
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Die Gleichung Tur die Doppelwurzeln selbst erhalten wir, indem wir 
bilden 

Oder 

I ^! 2 / i ./2 + D ||/2 = 0 , 

Die linke Seite dieser Gleichung ist^’^ aber 
Die Doppelwurzeln sind also durch die Gleichung 

T»p, + T‘V, T‘Vi+T^^. 

=0 

bestimmt. 

( 24 ) 

Es seien <= const., r— const, irgend zwei Kurvenscharen auf einer 
Flftche. 

Das Quadrat des Linienelements einer beliebigen Kurve auf der 
Flache nehme, wenn das Netz (t, r) als krummliniges Koordinatensystem 
zugrunde gelegt wird, die Form 

( 1 ) ds^^x dt^^2 cos wdidr-^ dr*] 

an, worin die Quadratwurzel positiv zu wahlen ist, und w den Koor- 
dinatenwinkel bedeutet. 

Die Kurve 

r)= const. 

sei die Halbierenden des Supplementwinkels zu w; dann mufi nach den 
bekannten Satzen der Elachentheorie 

cot^=y/(e',e,) (e:^) sin • 

[(<?A) -|f— 

sein. 


(1) CUBBSOHt Theorie der binSren algebndscben Foxinen, S. 69. 
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( 1 ) 

Die Gleichung der Kugel wlrd mit 

( 1 ) x*+j/*+z-— 2 x,x— 2 xjjf— 2 x,,«+2x4=0 

bezichnet, wobei x, y, z laafeade Kartesiscbe Koordinaten im B, und x„ 
Xa X.., x, vier Konstaaten sind. 

Badii r von (1) ergibt 

(2) r'’=xi+K-ra|-2xi. 

Fur jeden Punkt (x,, x,, Xo X|) im B, besteht eine Kugel im B,. 
Aus (2) folgt, daas die Kugel, wenn 

(3) r+r:+Ji5-2x4=0 
iet, zum Punkt wird. 

Der Winkel ^ zwiscben zwei Kugeln (x„ x^, Xn, x^) und (y„ y^ y.j 
y^) wird mit 

(i) cos 6=--^- yi + d- ga yn — y t 

/(i? + a| + a? - 2 X,) (ji^ + yi + yl - 2 yi) 

gegeben. 

Aus (3) folgt speziell als die Bedingung fiir die Orthogonalitat 
zweier Kugeln : 

(6) (S»)=0 

und als die fur die Benihrung : 

(«) (SS)(«ll)-(!«)'=0- 

wobei 


[Mem. of the Fac. of Sci. & Agr., Taihoko Imp. Univ., Formosa Japan, Vol. V., No. 8, 
June, 1033.] 
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( 7 ) (S ^)sEX, y, + *2 

ist. 

Die Kugeln 

(8) (^xi+j«yi, ^Xi+fiy^ ^xi+A^yO 

bezeichnen eine Kugelbuschel, die durch den Schnitt zweier Kugeln (xi, 
Xj, X, X4) und (y„ yg, y, geht. 

Die Entfernung zweier Punkte Pi und P2 im B4 mit den Koordinaten 
^1} X29 X4 und yii y^i y^, y4 wird durch die Gleichung 

( 9 ) S*=(x,-y,)*4-(x2-y2)*+(Xa~y )*+ (*4-^4^ 

bestimmt. 

Aus ( 9 ) folgt, dass zwei Kugeln, wenn S =0 ist, zusammenfallen 
werden. 

Man betrachte eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit in einem 
euklidischen Baume von vler Dimensionen B4 

Xi = Xi(tt’, tt*), X2=X2(U\ tt®), 

Xs=Xj(uS U^)y Xi=:Xi(u\ u% 

die wir mit dem Vektor j bezeichnen und bilde daraus 

d8^='^d7?==(dif d^=gijifdu* da^. 

Dies ist die KoMMEEELLsche erste Fundamentalform, die notwendig 
positivdefinite Form ist. 

Die KoMMEBELLsche zweite Difibrentialform lautet 
/i4* dtt* dtt* 

wobei 

^bi==(Si S2 Xti Ji?)> 

2 (St £2 Jtt £22); 

^*^«=(SiS*XisX22) 
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Die dritte Diftbrentlalform von Kommebell ist 
PiJfe/m du* du* du* du^. 

Wenn die drei KoMMEBELLschen Fundamentalformen, welche den gewissen 
Bedingungen genugen, gegeben sind, so ist nach Kubota^^^ die Fj in 
Baume B4 bis anf die Bewegung eindeutig bestimmbar, d.b.^ sie wird eine 
Kngel bestimmen 


( 2 ) 

cos^f zu minimalisieren ist gleich zu minimalisieren 

( 1 ) 

wobei X ein Parameter und 

fcosV=A(/?i, 

Pa p, 

J=A->IB, 

dpi 

(T" A") />i+ (T*^- A A'») />n=0. 

_^=0 
^ pu 


(Ij Kubota, T. : Fundamentalsstx in der Difierentialgeometrie der zweidimensioniden 
Mannigfaltigkeit im Baume von Tier Dimensionen und seine Anwendung auf die 
LAOUSBRB'Qeometrie. The Science Reports of the Tohoku Imp. Univ., Vol. Vol. XVII 
p. 1241. 

(2) Bickabdson, B. Q. D : A new Method in^the equivalence of Pairs of bilinear Forms, 
Transactions of the American Math. Society 26 (1924) p. 451. 


( 2 ) 


ist. 


Setzen wir 


dann folgt aiis 


( 3 ) 


Ans 
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folgt 

(3) hat eine Losung, wean und nur wean A elne chamkteristische Zahh 
d.h., 

1 I ==0 

ist. 

Eine L5sang von 

cos* minimum 
liegt zwjschen den Losungen von 

(T‘*-J,A’*)/Oi+(T*^-J,A«)=0, i=l, 2, 

wobei 

(5) I T'^-;ijA*^ 1=0 

ist. 

Der Minimumwert von ergibt den Minimumwert von cos*f>, 
wobei (5) besteht. 


( 3 ) 

Man kann die folgenden Sdtze^'^ beweisen. 

Satz 1. Die Kugeln sind die einzigen Eiflachen, fiir die die Punkte 
1»=5+(R, R,) ? 
in Gegenpunkten zusammenfallen. 

Satz 2. Die Kugeln sind die einzigen Eiflachen mit dem Mittel- 
punkt 0, fiir die die Punkte 

iu Gegenpunkten zusammenfallen/*’ 

(1) Matsctmuba, S. : tlber konyex-gesoliloeseDe Fliiclien, Tohoku Math. Joum. Vol. 36 p. 
192 and p. m ' Vergh S. SOO. 

(2) MatSumt^ba, S. : Kachtrag sq der Arbeit liber konvex-gesoblonene FliSohen, Tehoka. 
Math. Jaixm., Bd. 36, 8. 192 193, die Jetst unter der Presee in Tehokd Maliie Journal 
ist 
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Aiif dieselbe Weiae f&hren wir auch die Ansatze za Kugeln : 




Wir wollen drei Systeme von zwei Kurvenpaaren 

(1) s’. s‘)=o, /,(f, i', x')=o, s', s*)=o 

mit 

(2) /l + ^2^2=^ 

betrachten, und zwei Kurvenpaare durch Schnittpunkte von (1) bezeichnen. 
Wenn (2) Multiplepunkte hat, dann folgt 

1 J , = 0 , - 11 = 0 , -^:=0 

3j' df 


Aus (3) folgt 


3 -i.; ^J> 4-^ _0 

3 +3 +A -0 

+^'7y;r+^3-r-0 

3 ^/i +3 ^/> -i-J} —0 


lA. }A 

8s* 05* 8s» 

f4s ^ lA -^A =0 

8s' as' »s’ 

a/, ay. 04 

85 * 85 * 8 ^ 

(4) ist der verallgemeinerte GHeiohung von Jacx)bis Kurven. 
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( 5 ) 

1st t>f ^ Schnittpunkt bezw. Umfdhraagkreis von Kreisen f (<) im 
mit dem Nachbarkreis, so gilt : 

Dann haben wir folgende Tabelle skalarer Produkte zwischen f, f', 

b, b- 


— 

i 

r 

b 

i) 


1 

0 

0 

0 

r 

0 

1 

0 

0 

b 

0 

0 

0 

a 


0 

0 

a 

1 

1 

1 


Aus dem Miiltiplikationssatz der Determinanten folgt nun 
I ff'b^ 


— 


S' 

b 

9 

r' 

-1 

0 

c 

c 

b' 

0 

—0 

0 

0 


0 

— C 

0 

0 


Dann ergibt sich ; 
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So folgt«’ 

— f+ct)+c^, 

b'=-cr, 

( 6 ) 

Es seien drei Kreise if, if im R3 gegeben. Ist 

(1) 

eine norraierte Kugel im R, durch if, so konuen wir 

( 2 ) 

einset^en. 

Dann mu6 

( a ) cos- ^ p^y cos-^ ^ ==T^> p^ p^ 

sein, wo tp uad p dea AV^inkel zwischen ^ und bezw. t) und if be- 
deuten. 

Wenn die Kiigeln p^^* mit den Kreisen if und if einen gleichen 
Winkel enthalten, dann folgt 

(4) iT^^-f-^)p.p,=0 

Aus (4) ergibt sich, dass wir zwei solche Kugeln erhalten ; aber wenn 
T*^=T*^ 

sind, dann die enthalt Kugel (1) immer mit und if einen gleichen 
Winkel. 

Wenn 

cos^=^*, cos^=^ 
ist, dann folgt aus (2), (3) : 

(1) Thomsen, G.: i)ber konforme Geometrie K, Abh. aus clem Math. Seminar der Hamb. 
Univ. Ai. IV (1925) S. 127. 



354 


s6ji matbumuba 


wobei k zwei verscliiedene Konstanten sind. 

Dann aus (1) foigt 

(6) '9=P»f> (®) 

Wenn wir den Winkel zwischen (6) und (6) mit ^ bezeichnet^ dann 

foigt 

( 7 ) cos* (/>=p, Pf (j- £")= A*" />. Pf. 

Wenn f die zu ^ inbezug auf die Kugel ^ inverse Kugel isfe, dann 

foigt 

C=2(!9^)^-^. 

Aus (6), (6) foigt 

C = 2 5', />. S“) />. S* S" = 2 />* 'pf A»f j- f. 

Zwei Kugeln \) und t) bestimmen einen Kugelbuscheb dessen oo^ Kugeln 
gegeben sInd durch 

jy==o^+^9, 

wobei a, /3 ii^nd welche skalare Zahlen sind. 

Aus (6), (6) foigt 

For alle Kugeln tr, die t) und ^ beriihren, aber nicbt doroh St gehen, 
gilt : 

Aus (6) (6) foigt 


( f ) 


Ana (16) in (1) foigt : 


aeai»2fas 


cot*y+l TV-i-2T'*p.p.+T“rf 

oot*^-l (2T"-A”)/>!+2 (2T'*-A»)/).p,+(2T»-A*)/i^ 
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^ T"pf+2T'V,(0,+T«i£4 

o (A^' -T'O p;+2 (A’^-T-0 p, a>,+(A”-T”) 

^ T'«;o*T-2T>V.iO.+T“/4 

( A”-T»).^+ 2 (A'«-T“)p.p,+ (A”-T^)pI 
^ (2 T" - A«) /)* + 2 (2 T*- A“) />, p ^+ (2 T^- A“) 

w r- 

sin* p + cos* f) — cosec* <p 

_ r(A»-T“)/>* + 2 (A'*-T“)/..p,+(A**-T**)p|]* 
T”/,*+2T>*/>,/>,+T**/^ 

Aus cos* 2 <p und cos 2 iu (1) folgt 

[TV;+2T'*g,j«,+T**/^] [(2T»-A’*)/>! f 

+ 2 (2 T’*- A>*) />, (0j+ (2 T**- A**) /)|]. 

( 8 ) 

Hier betrachten wir Kreise im R^. Ist c ein Ejeis und j ein anderer 
Kreis, so ist 

(1) 9=2(5?)f-8 

der zu 5 in bezug auf den Kreis c inverse Kreis. 

Wir betrachten einen Kreisbiischel 

(2) 

wobei ly fjL zwei Parameter sind, dann folgt 

(3) ^Q + //8=2-J(8c)c+(/i-^)5- 

Wenn der zu f in bezug auf den Kreis (3) inverse Kreis ist, dann 

folgt 

(4) >,'=2(f, 2;(5f)e+(/i-l)8)(2A(8e)f+(/«-l)5)-f 

=2(2^+/.-l)(c8)(2^(ie)f+(;x-l)8)-f. 


Aus (4) folgt, dass, wenn 
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1=0, (f8)=0 

Oder 

2^(sf)f-r(/i-l)8-0 ist, 

dann sich 

f ergibt. 

So folgt der 

Satz : Wenn 

2^ + /i-l=0, (c8)=0 

Oder 

2^(8?)f+(/'-l)8=0 

dann kann man mit f zusammenfallen lassen. 

Aus ( 4 ) folgt 

^'= 4 ( 2 ; 4 ;/- 1 )^(c 8 )^ 

+ (2ii + /^--l) (/i— l + 4^)(^ + c)— 

wobei t) (b) einer der zu f (j) in bezug auf den Kreis j (c) inversen 
Kreise ist. 

Ist f ein Kxeis und 5 ein nicht anf ihm liegender Punkt, so ist 

(5) ‘ ^=2(5f)f~j 

der zu g in bezug auf don Kreis f inverse Punkt. 

Betracbten wir einen Kreisbiischel 

( 6 ) 

wobei Xf ji zwei Parameter sind. Dann folgt 

(7) ;^+//j=2A(8f)f-A5+/<8=2;(j$)? + (//-A) j. 

Ist ^ senkrecht za (2), dann folgt 


2 ^(8f)+(/‘-l)(f8)=0» 
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so folgt; 


[2 ;+(/.-!)] (e8)=o, 


(?‘i)=o, 


(l.h. S ist senkreclit zu j. 
Setzen wir 


und damit tr zu zwei gegebene Kreise 0 und d senkrecht ist, musseu wir 
^ /Jt finden aus 

2A _ (gjt) 2;. (di)_ 

1-/^ (5f)(^>')’ I-/' 

denn 

0=2 A (sf)(d ,-)+(/.-!) (0 5), 

0=2;(5,-)(dc) + (/i-l)(df) 

bestehen. 


( 9 ) 

Wir nehmeu die Behandlung des einfachsten Falls, dass die 
Gleichungen der verauderlichen Flachen zwei Parameter enthalten : 

E'” c.)= 0, j”, tJ,, Cj)=0. 

Lost man diese Gleichungen nach den Parametern c, und auf, so 
erhalt man als Gleichungen der veranderlichen Raumkurven*^*^ 

(1) y.(s'» ?”)--=«. s”. r)=‘>r 

Zur Bestimmung der Flachen muB nun eine Gleichung sein : 

(2) F(c„ c,)=0. 

Die Gleichung der Flachen erhalt man durch Elimination der Para- 
meter 0 , und O 2 in der Form 

(1) MA'niUMURA, S. : Beitrage zur Qeo. der Kreise und Kugeln (II), Mem. of the Fao. 
of Scl and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, No. 6 (1933) S. 186. 
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F(/„ J,)=0. 

Sei U=:0 die Gleichung der Fl&che, so musste 


U=:F(/„ /,) 


eine Identit§.t sein. Diff^renziert man diese der Keihe nach partiell nach 
5 *, BO erhalt man 


4 |— 



iA 

»s” 


f 


lA. 

0 jin' 


WO z. B. F' (/,) die partielle Ableitung von F nach bedeutet. Sollen 
diese drei in F^(J) und Fi(Jg) linearen Gleichungen vertr&glich sein, so 

au au 

ajn ^Jm 

^/i AjL 

a jn 0 jin 

UL ^ 

sein^ d.h. die Funktionaldeterminante von U, f„ J 2 muB verschwinden. 
Dieser partiellen Diflferentialgleichung muB also jede Gleichung U==0 
einer der zu Fl&chenfamilie angehorigen FllU^hen geniigen* 

Die Koordinaten 5 °, eines ver&nderliohen Punkts seien reelle 
Funktionen von zwei reellen Parametem u, v, so dass 


muB 


(3) 


8 U 

df 

lA. 

3 s* 


(4) «)> S“=?(«» ®)> S™=i'^(«» «) 

ist, wobei vorsiuigeaetzt sei, daw for etnen gewissen Bereioh B der u«— 
Ebene. diese drei'Funktionea eindeutig analytisobe Fonktionen der Para- 
meter V, « seien. 
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Da ist vorauszufletzen, dass irgend zwei von den drei Fimktlonaldeter- 
minanten 


Jsl_ Jjl. 

3jn ajin 



0U 0 1i 

du 0u 


du du 

a s" ' 




0e dv j 

dv dv 

9 

dv dv 


identisch nicht verschwinden ; denn warden die beiden ersten verschwinden^ 
80 warden nach einem bekannten Satz der Funktionentheorie zwei 
Beziehungen von der Form 

(6) F,(sS s«)=0, F,(x“, x^)=0 

besteheni und die Gleichung (1) wurde ein Paar von Kurven darstelleni 
wie es aus (6) hervorgeht. 

Im Baum {^, wird durch das Grundintegral eines einfachsten 

regularen Yariationsproblems eine Massbestimmung eingefuhrt : das 
Bogenelement der Kurve S™(0} 

(7) d«=Ffj*CO. f(i)> 5“(0, -f-, 

die Bogenlange einer Kurve ^(0) Flache 

(8) 5’=5’(«» «)» ”)> S™=S™(w, ») 

wird durch das Integral 


( 9 ) 







0 3 ^ du 0 ^ dv 
du dt dv dt^ 




gemesaen. 

Beim tlbeigang von den Parametem u, v zu den anderen Parametern 
u, V durch die in einem Bereich 93 (u, v) regulare Transformation 


fu=*u(t^ v), 
(«==v(i, v) 


t;) 

0(ti, v) 


+ 0 


( 10 ) 
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geht das Bogenelement der FlS^shenkurve iibor in 


d«=7(u(r), t;(r), 


du 

~d 7 ' 



Die Funktion 





du 

dt' 


dv \ 

IT/ 


und alle aus ibr durch elne regulare Substitution ( 4 ) hervorgehenden 
Fuuktionen sind hinsichtlich der Langenmessung auf der Flache gleioh- 
wertig; da auch die anderen geometrischen Qrbssen invariant gegeniiber 
der Substitution ( 4 ) detiniert werden, so kann man 

- HT’ -di) 

die Massbestimmung dor Flacbe nennen/*^ 

Es sei ein Paar von Kurven K von n'®'’ Orduung im gegeben 
und es sei 


9 if, S”)=0 

ihre Gleichung, die in des hoinogenen Kreisos Koordinaten*^®^ 5” im 
geschrieben ist. 

Verstehen wir unter U / die Operation 


U fe'r + "x -i-, 

die auf eino Funktion J von j'' ausgefubrt ist, so ist 
Uf>=0 


eine in 5“ von (n—l)'*", iu '5, ''5 vom ersten Grade homogene 
Gleichung. 

Werden jS 5” gegeben, so stellt U ein Paar von Kurvw 
(f£— Qrdnung, geschrieben in j’®, dar, die sogenannte erste Polare 


(1) GrCss, G. : Ober 'Gewebe auf FlScheo in dreidimemionalen allgemeinen metriachen 
BiUimeni Math. Ann. 100 (1928) 6. 1. 

(2) S.i BeitrSge sur Geo. der Kreiae undKugeln (II), Mem. of the Fac. of 
Sd. and Agk., Taiboko Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, No. 6 (1938) S. 182. 
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dea Punktepaares ;”) hinsichtlich der gegebenen Kurve K. Die 
Gleichung 

U(Df)=0 

Oder symbol Isch kurzer 

ist ia 5 ^ homogenen von in 'j, ''j homogenen von zweiter 

Qrdnung. Bei gegebenen 'j, stellt sie die zweite Polarkurve des 
Punktes (j^ hinsichtlich der gegebenen Kurve K dar. Allgemein 
ist 


U"* ^=0 

eine in vom 2 (n— in 5 ^, vom m'®** Grade homogene Glei- 

chung. Bei gegebenen Punkten (j^, steJlt sie eine Kurve (n— my*** 
Ordnung in yS y”, die Polarkurve des Punktes ' 5 , ''5 hinsichtlich K, 
dar. 


( 10 ) 

Wir betrachten zunachst eine charakteristische Eigenschaft des 
Kreises und der Kugel. 

Die Kugel hat die Eigenschaft/^^ dass 

a) durch Hire s imilichen Punkte mit Aumahme hohstens einea Punktes, 
des Mittelpunktes, genati ein ehener Schnitt gelegt warden kann, 
der einen Teil kleinsten Volumens von ihr abtrennt, und dass 

b) alle Schnittovale durch den 3IiUelpunkt gleichen Fldcheninhalt 
hesitzen. 

Die erste Eigenschaft a) besitzen die Ellipsoide auch, wie eine affine 
Transformation zeigt. 

Ob die Ellipsoide durch diese Eigenschaft charakterisiert werden 
konnen> ist eine anscheinend noch nicht zu beantwortende Frage, auf die 
mich Herr W. Sufi aufmerksam gemacht hat. 


(1) Matbuhuba, 6.: Ghrakterlstiscbe Eigenschaft des Kreises und der Kugeln, die jetst 
in der Presse in Tfthoku Math. Joum. ist 
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Ich werde hier karz zeigen^ dass ein Eikorper, der nor die Eigenschafb 
a) besltzt, stets einen Mittelpunkt hat. 

Daraus aber werde ich dann den foigenden Satz gewinnen ; 

Die Kugel ist der einzige Eikorper, der die beiden Eigenschaften 
a) und b) gemeinsam besitzt. 

Ein entsprechender Satz gilt auch fiir den Kreis ; der Flftcheninhalt 
der Schnittovale ist dabei durch die Lange der Schnittsehnen zu ersetzen ; 
der Beweis verlauft analog dem hier gegebenen Beweis fur den Kugel- 
satz, ist naturlich einfacher, besonders im zweiten Teil. 

Der Beweis des ersten Teils ist analog dem Beweis eines ahnlichen 
Satzes liber den Kreis, den SuB im 40. Bande des Jahresberichts der 
D.M.V. gegeben hat. 

I Beweis der 3BUelpwnM8eigen8chaft aua a). 

Der Eikorper E enthalte hohstens einen Punkt 0, durch den mehr 
als ein ebener Schnitt geht, der kleinstes Volumen abtrennt. 

In einem allgemeinen Punkt P von E sei v (P) dieses kleinste 
Volumen, das durch einen ebenen Schnitt «(P) abgetrennt wird. 

V (P) ist eine stetige Ortsfunktion in E, die darin in einem Punkt 
R ihren mazimalen Wert annimmt : 

(1) t.(R)^«(P). 

Wir behaupten nun, dass alle ebenen Schnitte durch R das Volumen 
von E halbieren ; dann folgt hieraus bekanntlich die behauptende Eigen- 
schat von E, einen Mittelpunkt zu besitzen, da R selbst Mittelpunkt sein 
mufi^'^ und gerade mit dem Ausnahmepunkt O identisch wird. 

a) Verbindet Qian R mit einem beliebigen Randpunkt von E 
geradlinig, so nimmt v(P) auf der’ Verbindungsstrecke nach dem Rande 
zu monoton ab und ist am Ende gleich Null. 

Nun sei 

Wir bestimmen auf jedem Strahl des BGndels durch R den R 
(1) Fuhtk, P.: Math. Annaleti 77; Kubota, T.: Tehoku Math. Journ. 17. 
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nSUshstliegenden Punkt fiir den 

«(P0=7 

ist. 

Die Menge dieser Punkte gehort ganz dem Innern des Eikor- 
pers E an und ist eine stetige geschlossene Flaehe; sie trennt B ^om 
Eande von E und ist beziiglich 11 eine sogenannte Stem fl ache, da sie mit 
jedem Strahl des Biindels (II) genau einen Punkt gemein hat. 

Ist 


0 < ® (P)* 

SO enthalt ISIiy, die Flache im^ Innera. 

/9) Wir zeigen jetzt, dass jede Flache sogar konvex ist. 

Es sei P^ (H=0) ein beliebiger Punkt von und a (P^) der nach 
Voraussetzung eindeutig bestimmte ebene Schnitt, der von E einen 
Teilkorper vom Volumen 

«(P,)=7 

abtrennt. 

«(PJ kann dann durch keinen inneren Punkt I von M gehen, da 
nach Konstruktion von und a) dort 

V (I) > 

sein muB, wahrend doch das von a (P^) abgetrennte Volumen gleich 
ist; v(I) ware dann nicht das kleinste abgeschnittene Volumen im 
Qegensatz zur Definition der Funktion v. 

besitzt also in jedem ihrer Punkte eine Stiitzebene und ist also 

konvex. 

«(PJ nennen wir auch Stiitzoval. 

Wir sehen zugleich, dass alle Schnittovale von E, die einen Teil von 
Volumen tj von E abschneiden, Stutzovale an sind. 

y) Umgekehrt teilen alle Stutzovale von fiir Werte ly in geniigen- 
der N&he von v(R) den Teilkorper vom Volumen ^ von E ab. 

Nach /9) mussen wir zn diesem Zweck nur einsehen, dass keine 
Ecken hat, sondem in jedem Punkt nur ein Stiitzoval besitzt. 
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Eine Ecke aber kann nur in den eventuellen Ausnahmepunkt O 
eintreten* 

Ist 

O+R, 

so konnen wir Ecken ausschliessen, indem wir i/j hinrelchend nahe bei 
v(R) wahlen. 

Ist aber 

0=R, 

so bedarf es keiner Einscbrankung bezuglich 

d) Es sei Mo die Punktmenge im Innern aller 
Zu ihr gehort R und far ihre samtlichen Punkte ist 

V=:V(R). 

Aus elementarsten geometrischen Grunden kann deshalb keine 

* 

inneren Punkte besitzen. 

Mo ist also ein Punkt (R), eine Strecke oder ein Oval. 

Eine Strecke und ein Oval kommen aber nicht in Betracht, da in 
ihren End-bezw. Randpunkten mehr als ein Schnitt kleinsten abge- 
trennten Volumens moglich ware. 

Also Ziehen sich die Flachen M^ auf den Punkt R zusamrnen und 
alle Schnitte duroh R teilen dasselbe Volumen von E ab, d.h. sie halb- 
ieren das Volumen von E. 

Zuglejch sieht inani dass 

0=R 

ist. 


II Beweia der KugdeigmacJiaft aua a) und b). 

Wenn alle Schnittovale durch einen fasten Punkt O eines Eikorpers 
l||i denselben FlAcheninhalt besitzen, so besitzt E die folgende von T. 
Kubota 1.o. gefundene Eigenschaft : Sind 
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zwei beliebige einander entgegengesetzt gerichtete Badienvektoren von 
E von O auS| so ist 

(2) rJ+r|=con8t. 

Wegen der in I bewiesenen Tatsache, dass unser Eik5rper E den 
Punkt O zum Mittelpuukt hat, folgt also aus (2) 

r,=r 2 = const, 

d.h. E ist eine Kngel. w.z.b.w. 


( 11 ) 

Es seien gi, drei beliebige linear unabh&ngige Kugeln, dann 

sei ein beliebiges Puoktepaar j mit 

( 1 ) S=aiXi + 0252+05X5 

gegeben, wobei Oi drei Konstanten sind. 

Aus (1) folgt 

(2 ) (j S)ssaf (e, E.)+ 2 a, Oi ( 5 , e,)+ + 4 (ji S*)=0- 

Die Diskriminante der vorhergehenden Gleichung ist : 


( 3 ) 


J= 


(S«Si) (hh) (J<&) 
(Es5i) (S*E*) (hh) 
(Es5,) (5-, 5*) (hh) 


Eb ist nachzuweisen, dass dieselbe verschwindet, wenn (s< Ji)=0, d.h. 
ein Punkt ist. 

Aus (1) folgt 


(SSi)=(5&)=(5S')=0, 


0=«i (Si &)+«*» (Si Et)+«^(Si E.)> 
0=ai (Si 5i)+a» (5* S*)+«» (5* h)> 
0=«. (5.J.)+‘%(&X.)+‘%(S«E^> 
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Da diese Gleiohongen neben einaader bestehea miissen, so ist in dor 
Tat 

(S.S.) (SiJ*) (SiXO 

=0. 

! (S'.s.) (s-Xi) (xhXh) 

( 12 ) 

Jeder Kreis j des Biischels (a, 95) im kann in der Form darge- 
stellt werden : 

( 1 ) x=a~^ 95 , 

wobei ay 95 zwei Kreise und A ein Skalar sind. 

Aus (1) folgt 

(2) (5E)=(aa) -2A(a©)+^^(»a3). 

Wenn 5 ein Punkt ist, so muB 

(xx)=o 

sein. Daher erhalt man folgende in A quadratische Gleichung 

(3) A* (95 95)~ 2 ; (a 95)+(a a)= 0 , 

deren Wurzeln A^ und A 2 , in Gl. ( 1 ) eingesetzt, die beiden dem linearen 
Buschel (a^ 95) und dem absoluten Netz gemeinsamen Kreise jCi und {2 
liefem. 

Man hat aldo 

Xi=a--^,95 

X 2 =a-^ 95 ; 

fiplglich wird das Doppelverhaltniss der vier Kreise a, 95, St> h 

(4) (a, 8, s„ X.)=A. 

A 2 

Die AufldBung der GleichtiBg (3) eigibt aber 
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) = (o »)+ v/(a !©)‘-(a a) (» ») 
' (» ») 

(a »)- -/(cr »y-(a a) (» ») 

' (»») 

Nun kann man setzen 


(aa)=l, (aS3)=co8^, (®S3)=1, 
wobei ^ der eingeschlossene .Winkel von a und 95 iflt. 


Daher wird ; 

Mithin ist 

(5) 


Oder 


== cos ^ + i sin ^ = €% 
^^=cos i sin 


93, j„ s,) 


93, jj). 


Aus (5) ergibt sich fiir <p=:^ 


(q> 95> jij ^ 2 ) — — 

fiir ^==0 oder ^=:z erhalt man aus Gl. (6) 




Ueber Flachen und Kurven (IV) : Charakteristische 
Eigenschaften der Homothetie von Eiflachen 

SAji MATsmnm. 

(Accepted for publication, July 3, 1933) 

1. Aus der MrNKOWSKischen Theorie von Volumen und Oberflache 
(Math. Ann. 67) flind verschledene Aussagen iiber homothetische Eiflachen zu 

f 

folgern ; z. B. nun sind die Ungleichungen fur die gemischten Volumina, 
eventuell unter einschrankenden Differenzierbarkeitsbedingungen^ mit der 
Giiltigkeit der Gleichheitszeichen fiir Homothetie charakteristisch.^^^ 

Die S£ltze^ welche die Kugel als einige Eiflachen konstanter mittlerer 
Oder Gussscher Krdmmung kennzeichnen, folgen als einfache Anwendungen, 
wenn eine der bei Bildung der gemischten Volumina niiteinander in 
Beziehung gesetzten Flachen selbst eine Kugel ist. 

Diese Ergebnisse gewinnt man allerdings eiufacher imd vielleicht 
sogar am einfachsten aus den elementar ableitbaren verschiedenen Darstel- 
lungen jener Volumina (vergl. W. SoB, Zur relativen DifFerentialgeometrie 
V : Ueber Eihyperflachen im Tdhoku Math. Joum. 31, Satz 2). 

Nun gelten fiir homothetische Eiflachen die ganz analogen Kenn- 
zeichungen durch feste Relativ-Kriimmungen, sowohl die mittlere wie das 
Analogon der GAUSSSchen Kriimmung, bei allgemeiner Eiflache. (W'. 
SuB, Zur relativen Diflferentialgeometrie I, Jap. Joum. of Math. 4). 

Sie heissen dann Kelativspharen. 

Hier soli nun ohne Benutzung der MiNKOWSKischen Theorie mit 
den Mitteln der relativen Differentialgeometrie ein neuer Beweis fur die 

(1) Matscihtba, 8. : CbarakterifitiBche Eigenscbaften der Homothetie von Kffiichen, die 
jelit in der Fresse in Tdhoku Math. Joum. ist. 

[Mem. of the Fac. of Soi. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, No. 9, 
Sept. 1988.] 
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genannten Satze gegeben warden, der slch an die Behandlnng einer 
ahnlichen Frage in W. Bla&chkes Vorlesungen uber Diflferentialgeometrie 
(Band II, S. 214/216) anschliesst. 

Dabei bediene ich mich der formalen Orundlagen der relativen 
Flachentheorie, die ich anf S. 43 im 7. Band dee Jap. Joum. of 
Math, entwickelt habe und deren Bezeichnung ich ubemehme. 

£s zeigt sich dabei wieder der Zusammenhang der Mni^owsiaschen 
Theorie mit der Losung einer elliptischen Diflferentialgleichung auf der 
Kugel, der von D. Hilbert (Grundzuge einer allgemeinen Theorie der 
linearen Integralgleichungen, Satz 50 if.) dargestellt worden ist. 


2. Ich beweise zunachst : 

Id die miiilere lUlaHv-Krummung 




einer Eifl&cJie j hezuglich einer anderen c ola Eijldclie kondant, so id j 
IUl<diiy8pMre hezuglich c* 

Sind p und q die Abstande des Ursprungs von parallen Tangenten- 
ebenen an £ und e> so gilt fur den Relativabstand r nach den Ableitungs* 
gleichungen der relativen Flachentheorie 

I 

also 

(1 ) ri=(7**ra«2+2Hr-2<'r,. 

Wir betrachten nun zunkcht die zu (1) zugehwige homogene 
Dififerentialgleichung 

(2) , ui-f 2<^U|— 2HussO. 

F% je<W fbsten Yddor c ist (c^) die Losung von (2). Wir be* 
haupteu aber> dass jede LSsung von (2) diese Form hat. 
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Zum Beweis betrachten wir fiir elne bellebige L5sang u von (2) die 
Hiillfiache g der Ebenen 

(^) 8^i==^i Ast. 

Der Ansatz 

5=«*S(+^e 

fiihit bei skalarer Multiplikatioa mit ^ nnd atif 

bezw. 


sodass jetzt 




(4) 3 =:_u‘j,+mc 

wild. 

Darans folgt 


j*=(— Mi— M<A{*+«Bi)j, 


und 


h X 5i-Sj X 5,=(j, X j2)[-Mi-M‘A.i + mBJ]. 


Nuu ist aber 


BJ=2H 


uad 


A(* — 21^ 

sodass wegen (2) 

(6) SiX52=S2Xj, 

ist. 

Nach (5) aber musste 3 eine Belativ-Minimalfl&che bezuglich { sein, 
wegen der Gesoblossenheit und Konyexit&t von also selbst-eine geschlpa- 
sene FIftohe von nirgends positiver Krummung sein. 

Damns folgt aber 
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jsackonst., w. )• b. Wm 

Diiroh geeJgnete Wahl des Ursprungs kann man 
c==0 


erreichen. 

Die allgemeine Losung von (1) ist also 


—-L.se= konst., 
Q H 


w. j. b. w- 


3. Konstante Belativ-Knimmung 

1 

fiihrt auch auf Relativ-Spharen. 

Den Beweis kann man nach Bootet auf den in Nr. 2 bewiesenen 
Satz zuriickfuhren (vergl. Biaschke, Dilferentialgeometrie I, 1. Aufl. 
§76). 



Ueber Flachen und Kurven (V) : Ueber Minkowskis 

Stiitzfunktion 

S6ji Matsumdba 


(Accepted for publication, July S, 1933) 

Nach der MiKKowsKisclten Theorie (Geometrie der Zahlea) der kon- 
vexea Korper ist ein solcher Korper ganz durch seine Stiitzfunktion 
bestimmt-^*^ 

Dicse Stutzfunktion lasst sich wiederum durch gewisse Eigenschaften 
charakterisieren, die dann umgekehrt gestatten, den zugehorigen konvexen 
Korper zu bestimmen. 

Die von Minkowski selbst angegebenen hinreichenden Bedingungen 
fur eine Stiitzfunktion hat Rademacher (Berliner Math. Ges., Bd. 20, 
S. 14-19) verringert und gleichzeitig die Strecken und ebenen Bereiche 
als raumliche Figuren mit in Betrach gezogen. 

Die RADEMACiiEitschen Postulate fiir die Stiitzfunktion 

H(m,)=H(«„ u „ ...mJ 

sind folgendes : 

I) H(0)=0; 

II) H(<«<)=/H(Wf), wenn <>0 ist. 

Ill) H(«*+r,)^H(«,)+H(vO 

Es ist aber zu bemerken, dass es von Rademacher beim Beweis wesent- 

(1) Matoumitka, 8.: ijber Minkowskis StUtifunktion, die jet*t in der Prssse in Tdkoki] 
Natb. Joum. ist. 

[Mem. of tbe Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, No. 9, 
Sept *1933.] 
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lich benutsst wird^ dass H f!ir endlich Argumente selbst endlioh sei^ ohne 
dass es besonders formuliert wird. 

Wir fugen deshalb hinzu : 

IV) H(u<) ist stets endlich. 

Wir wollen versuchen, diese gegeniiber der MiNKOWSKischen Srui^- 
funktion reduzierten Postulate fiir H noch zu verringem. 

Wir ubemehmen zu diesem Zweck I) und III), verringem II) und 
vermehren IV): 

Unsere Postulate lauten : 

A) H(0)=0 

B) Es gilt mindestens eine ganze positive Zahl p>l, sodass 

H(pM<)^pH(«<) ist. 

C) + 

D) Im Bereich ist H beschrankt : 

Ih(«0I<A(M). 

Wir wollen zeigen, dass aus A)-D) die KAPKMACHEBschen Fordo- 
nmgen I)-IV) gefolgert werden konnen, dass also insbesondere II) gultig 
ist. 

Ans B) und C) erkennt man zunachst 

p.H(uO^H(ptO^H(«.)+H((p-lK)^ 

d. h. 

(1) H(p«*)=pH(«,) 

fSr die spezielle ganze Zahl 

Nun bilden wir fur f>0 die Hilfsfunktion 

(2) /»(<)»H(<U4)-<H(«4), 

und Kwar bei beliebig gew&hlten, aber festen Werten u<. 

Nach (I), (2) und A)-D) gilt : 

(3) /<0)-/<l)-7<p)=0, 

(4) A($+i):^i(t)+/i(t) far 
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AtiB C) und D) ersieht man ferner, daas IV) g&ltig wird. 

Also ist nach D) atich fur 

(5) lA(0'^(M)+n.MBX|H(l, ...0, 1, 0, ...)i=B(M) 

Sei nun n^O eine gauze Zahl. 

Dann ist naoh (3) nnd (4) 

(6o) /«(n)^/i(l)+/.(l)+ ... +A(1)=0. 

Analog zu (1) beweist man andererseits fiir jedes gauze r]>0 : 

HCr' . . 

womufl dann wegen C) wieder folgt 
(!') 

Es ist also anch 

(3') A(jpO=0 

fiir jedes ganze r^O. 

Ist nun 

n^p', 

p’'=an+^, 

WO 

a>0 

und 

feO 

ganz ist^ was wir durch passende Wahl von r stets erreichen konnen, so 
ist naoh (4) und (6a) 

Yergleichen wir dieses mit (3') und (6a), so folgt also, dass 

(6) /i(b)=0 

f&r jedes ganze n^O ist. 

Aus. (6) und (4) folgt weiter 
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(7) A(<+n)^A(<) («^0), 

d. h. h(t) wird mcher seine grossly Werte solum m Intervall 

O^t^l 

annelmen / 

Wlr behaupten ; es soi 

(8) A(<^0 fiir 
Angenommen^ es sei 

/,(r)+0. 

Dana ist nach (1') und (2) fiir ganze rp>0 . 

( 9 j jp’'<H(w<) 


=p’-h(t). 


Fiir den speziellen Wert 


i=T 

ersieht man daraus, dass mit wachsendem r der absolute Betrag von 

Kp'r) 

uber alle Grenzen wachst. 

Ware nun 

A(r)>0, 

so wiirde dies im Widerspfuch stehen zu D), (7) und der dort auschlies- 
senden Bemerkun^. 

h kann alik> keine positiveti Werte annehmen. 

Wir mtissen also nur noch den Fall betrachten, wo 

h(T)<0 

ist« 

Bann sei 

n>r 


ganz. 
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Naoh (4) und (6) ist nua 

0==7t(n)^7i(r)+ /i(n— t), 
nach. jinserer Annahme also 

0<^7i(n— r). 

Zu jeder Stelle r negativeu Wertes musste also mindestens eine 
Stelle positiven Wertes von 

74 

existieren im Widerspmch zu dem vorher Bewiesenen. 

(8) ist also hiermit bewiesen. 

(8) aber ist mit Postulat II) identisch, das also aus unseron Axiomen 
A)-D) bewiesen worden ist. 




Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (VII) 


SAji 

(Accepted for publication^ July 3, 1933) 

( 1 ) 

Es seien drei Kreise ft, ft, im gegeben. 

Ist eine normierte Kugel im R, durch ft, bo setzen wir 

( 1 ) 

ein. 

Dann moss 

(2) co8-y>=:T‘^jO,jO, sein, 

wobei ^ den Winkel zwischea ^ und ft bedentet. 

Wenn f den Winkel zwischen ^ und ft bedeutet, so besteht 

(3) co8*jp=T‘V»/®o 

Seien jO„ pi', p„ pt die Wnrzeln von 

F=T'’|oJ+2T‘V,/>*+T->|, 

bezw. 

A*=T'V!+2f >./>*+ T«p!, 

dann ist 

coB*^=p,p,A.** Oder co8*^&=jD,|l)*A.•^ 

wobei ^ den Winkel zwischen ft und ft bedeutet und k eine Konstante 
ist. ■ 

[Mem. of the Fee. of SoL and Agr., Taihoku Imp> Univ., FonnoBa, Japan, Vol. V, Ko. 9, 
Sept. 1938.] 
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( 2 ) 

Die Begelschar der ist durch 
mit 

gegeben/*^ 

Betrachtea wir, daft in dem Falle eine neue quadratiflche Relation 


( 1 ) 

besteht. 

Setzen wir 


( 2 ) 


dann folgt 


ffji=pxPr.G^'^, 


V . 


?3j_. 

dpl 


dp. 

9/. 

=c'; 


^Pt 


Zpi 

y . 

=r, 

yj_ 

^Pa 


00 , 


-|^=2(xA’'+»A'»+*A’), 

dpi 

4?L=2(yA«+*A’*+*A'’), 

dp^ 

^=2(zA.^+yA’^+xA”), 

Opa 


wobei pifsBx, Pi^jft p^^ 
Aqs 


(1, TMhpi.G.t (jber pvojektiTe FUehentheorie Abb. ans dem Math. Seminar der H a iid >. 
Bd* tv {1926}, S. 287. 
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(3) 


folgt dann 


3/ 

JL 

IL 


dx 

3y 

dz 


3^1 

3y, 



dx 

3y 

dz 


3(7. 

Sy* 

3g2 


dx 

3y 

dz 


1 

f. 


xA." + yA'* + «A''' 

yA«+xA»+sA®‘ 2 A'"+yA*^+xA'’ 

jcG"+yG'='+sG'' 

yG“+xG'*+ 2 G” 2 G'+yA''’+xG'' 


jW(Quadrati8che Gleichung in x, y, 2 ). 

Die Stelle fur Maximum und Minimum von f auf < 7 i= 0 , f 75 j=Omuss 
auf der Flacho J=0'^ sein, also 'folgt der 

Satz : Die Anzahl des Maxlmums und Minimums J ist 00 ’, wobei 
(1) besteht. 


( 3 ) 

Im allgemeinen botrachten wir 

Cl) /(*i» — • *»)> 

welche der Grad n ist. 

Dio Bedingung von dem ^Maximum oder Minimum von (1) ist 


3/ 

3/ 

3/ 

dx, 

dxj 


3y, 



dx. 

dxj 


dx. 

8 X 2 

3yi 

“a*~ 

3y,-i 

dx. 

dXi 



(i) VeigL etwa HiLDAMABD, J. : On ordinary Kestricted Extrema in connection with 
Point Transformations^ Bulletin uf the American Math. Society^ Vol. XXXV, p. 823. 
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wobei 

9 j (^1 •.•Xn)s=sO 

bestehen. 

Aus (2) folgt der 

Satz : Die Anzahl des Maximums und Minimums von / ist 
(«-l)(p-l)(3-l) 

wobei 

und der Grad von f, (/„ ffsf •••••• ^ bezw. p, g, ist. 


( 4 ) 

Zwei eigentliche Kreise $ und 97 im bestimmen einen Kreisbiisohel^ 
dessen 00’ die Kreise ^ gegeben sind durch 

(1) ' c=«f+^?. 

wo a und ^ irgendwelche skalare Zahlen Bind. 

(2) 0=(cc)-<^(fc)+2fl^(fi?)+i9’(??) 

ist die Bedingung dafiir^ dass ^ Punktkreise sind. 

Seien / eine Funktion von a, und setzen wir 

- II 

l).=2[(ff)a+(e,)/9], 

ff,s=2[(f7)a+(^)^3. 


Ana 


toigt (Man 
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Die Stelle fur Maximum und Minimum von j auf (ff)=:0 muss auf 
der Kurve / s=0 sein, also folgt der 

Smtz : Die Anzahl des Maximums und Minimums von f{aj ist 
n, wobei der Grad von /, n und ^ die Punktkreise sind. 


( 5 ) 


In dem Btischel der Kugeln durch unsem Kreis gibfc 

68 zwei Nullkugeln der Punkte, die sich als die Losungen von 


ergeben. 

Setzen wir 




*Aus 


dpi 

p.^l^=2(A’>. + A>,) 




^9 


dpi 


=2(A>,+A“p,). 


J=pq,-qp,=0 

folgt dann 

y^jXA'*p.+A“p,)-s'(A'V,+A'V,)=0. 

Die Stelle fiir Maximvun und Minimum von / auf 9=0 muss auf 
der Kurve ys :0 sein, also folgt der 

Satx: Die Anzahl des Maximums und Minimums von ^ ist 
zwei, wobei ^ zwei Pnnktkugeln sind. 

Setzen wir 
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dann folgt der 

0 ate: Die Anzahl des Maximums tind Minimums von / iat zwei, 
wobei / eine Kreisschar, die den Nachbarkreis beruhrt. 

( 6 ) 

Wir haben als Affinentfemung eines Punktes 5 von der Fl&chenBtelle 
den Auadruck 

( 1 ) jj as ^ 

eingefuhrt. 

1st f eine Xugel und j ein nicht auf ibm liegender Punkt^ so ist 

(2) 5==2(xf)e-|: 

der zu j in bezug anf die Kugel f inverse Punkt. 

Aus ( 1 ), (2) folgt 

(3) j- (2(gg)f-2s , . 

So folgt der 

Satz : Ist 7 eine Kugd im und ^ ein nioM auj Vm liegender Fldehen- 
punkt, dann ist die Affinentjemung p eines Punktes, des m ^ in hezug auj 
die Kugel S inversen Punktes, von dem Fl&ohenpunkt ^ ist mil 

(i/LN-M* I* 

gegeben. 

JBezeiohnet man den Winkel, unter welchem der Kreis ( 6 , I/) zor 
Kngel geneigt ist^ mit so iat es lelcht beweisbar^ dass 

(4) coe*V=(s67+(siO’ i**- 

Ja)fS ei&e Kugdi and 6 ein nicht anf ihm liegender Pnnkt, so ist 
(6) 6-2(,e)e-j 
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der zu ) in bezng anf die Kugel f inTerae Kagel> so folgt aiis (4) (5) 

o<»^»C2(8e)(5«-(sO]* 

+ [2(8'f)(fj)-(8's)]^- 

Wenn 

isty dann folgt 

008*V =:cofl’a>^+cogV*j9’, 

8in*V = 4- sin (a* + = 1 ), 

wobei a, ^ zwei Parameter sind. 

Wenn 008*^=^ ist, dann folgt 


== co8’tt>*a^ 4- cosW'jS 

wobei k *ein Konstant ist. 

Wenn 

^sacosu 4- ia^sin ti, i= , 

dann 

TcosW =i:Cos’fii*cos^i — cosW-Bin'w, 

( si n‘^V = 8in*<tf -cos’tt 4- ( 1 + cisV'^sin'^w. 
Pur zwei Kugeln von f eigibt sich 

(cos'^ =cos’ai«cos‘'tt4* sin V»8in"i<, 

(cos V =:cos‘*«i«coB**M4- sinW-sin’w. 


( 6 ) 


Aus (6) folgt 

cos'V _ C 08 *a^ 08 ’tt 4 -sin\i>'-sin^w 
oos‘’V cos’ai*oos'*t4 + sin^ii '*810*14 


008 * 01 + sin W*tBn^4 
co8*w + 8in’oi^*tan’u 


Wenn V«V, dann 

. oos^o^+sio’oi'-tan^u 

Is: , 

co6*oi 4- sin W*tan’ii 
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tail*Us 


sinW—sinW 


so ergibt sioh 


:==oosu[ a+ad ], 

\ r sinW— sinW / 


( 7 ) 

I)urch die Differential gleichung 

1 

ist eln Kurvensystem auf der Kreisfl^he bestimmt^ wie man die Ortho^ 
gonaltrajektorien erh&lt. 

Man ersetze dnrch 0(tf r) imd durch in (4);^*>dann 
dzi dr^ dr 

erhalt man fur die orthogonalen Kurven die Differentialgleichung 

+ iM.) (<^ + -^)+ '’0=0- 


( 8 ) 


Sate 1 : Wenn ip zwei Richtnngen von 

Pcft^+Qic#dr+ RcIr’csO bedentet, 


dann ist 


ianip^s 




Sats 2: Wean nimmetoifcarTen Orthogonal stnd, dann ist die 
DiilhiantialglMehung der Linie anf Kreisflichen, die 

(1) MAntewnuui, 'S. I BtiMge nv Geomeiti* ‘der BMie nod Kageln, (1); Mem. of 
tlae EVms. of BeLi and Agr., IWiholn Iiap^ TJnir., FodBon, Japan, V<d. p. 09. 



HBITBAQS 2CJB GEOMKfIM 


UND KUQELSr (VU) 3S7 


taBOOnst. 


mit den Winkeln flchneiden^ mit 


dt 

dr 


as tan 



gegeben. 

Sata 3 : Die Difibroatialgleichungen der Kurven, die die Para* 
meterkorven halbieren, aind mit 

V (^,6^,)cir=0 

and 


gegeben. 


d<4- Vi^x 


( » ) 


Sind 


pkit s” 5“*)=i».> 

s“. D=/'. 

die Gleichungen der drei Knrvenscharen in Rj, dann ergibt^*^ sich 


: ds“ : d 



( 10 ) 

Betrachten wir aecha Kreise 
& Si> S» 

im wo eine Beziehung 

(1) 5«JE5i±iSL 

P+J 

(l) H* : Bummii Varlesmwei} Bber Biflfemitbdgeoiiietrie (1910) 8. 929. 
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besteht, wobei p, q zwei Bakalare Grossen sm<L 
Aub (1) foigt 

(2) (;>,)=, +>?■ S^)) +g*(5«^») .. 

(p+gY 

Wenn 

(&9i)=(£i^»)=(9iS*)=(j«5»)=l 

ist, danQ foigt aus (2) 

(£^)=lf 

BO foigt der 

Satz: Wenn die Kreise ; mit einander 

beruhrenj so benihren auch £ und ^ miteinander. 

( 11 ) 

Eb seien zwei Kreise ^ im Rj gegeben* Wenn ^ ein Krei8> der 
durch die Schnittpunkte von S und geht, ist| dann foigt 

(1) C««c+^i?, 

wobei a; zwei skalare Grossen sind. 

Wenn ein Funkt j auf ^ liegt, dann ergibt sich 

(SC)=«(fj)+^(9S)> 

d. h. 

0=«(e£)+^(7?)» 

(2) «:^=(^S):{-(fs)}- 

Setzen wir (2) in (1) ein, dann foigt 

(3) C=(?X)f-(?S)7- 

Wenn t) auf ^ liegt, dann foigt 

( 4 ) 

Aus (3), (4) ei^ibt eich 

(s) 

So Jglgt dar 
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Sate : Wenn sswei PunkU j;, ^ irrmer auf den KreUen, die duroJi die 
Sdmitlpmkte txm zwei Kreieen S und ^ ge^tenf Uegen, dann bestead (d)> 

Wenn duel Punkte £9 £ auf einem Kreis ^ wie £ in (3) liegeU} 

dann foigt 

/C=(95)f-(’'S)’7> 

(6) j ^=(7S)j-(fs)5> 


Nach den Bedingungen 

(Cr)=o, (Cr)=0 und (Cr)=0 


ergibt sich 

( 7 ) 

BO folgt 

( 8 ) 


/(?5)(''r)=(?s)(9r)> 
I (9sXfr)=(fx)(7r)» 


( J’sL 

(^s) , 

1 (vs) 

(^s) 


-JLsL. 




( 12 ) 

Sate : Wenn zwei Kreise 
X«Ca=I, H] 

im Rj eiaen Kreia ? senkrecht schneiden, dann acheiden zwei Kielae, die 
zu )j in bezug auf den Kreia ; inveraen ICreiao, den Kieia c auch 
aeukrecht. 

Beweis: Aus uuaeren Vorauaaetzunguu eigibt akh 
(,-0=0, [«=I, II]. 

Ana 
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folgt 


also muss 


(9V)=2(j'c*Xc‘f*)-(8'>'), 


sem. z* b. w. 


( 13 ) 

Ist c ein Kreis und i ein uicht auf ihm liegender Kreis im 
ist 

(1) «)=2(sf)f-S 

der zu ; in bezug auf den Kreis S inverse Kreis. 

Wenn durch Inversion invariant ist| dann folgt 

(2) X=2(sl)f-s. 

Aus (2) folgt 

(75)=(’y» 2(s?)?-j), 

d. b. 

(3) (?S)=(Xf)(f7)- 

Fur den andern Kreis i anstatt % ergibt sich 

(4) (7S)=(sO(f?)- 

Aus (3)| (4) ergibt sich 

(vd __ (n) 

(vs) (fj) 

( 14 ) 

(1) I, :^i+rs 

Bind zvei Kreise im die sioh in ; beriihren. 

NehnieB vir einen Ponkt ^ auf dann eiigibt sicb 
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d. h. 


(CJ))=(f^)+r(s>)) 


( 2 ) 


0 =(c^)+r(j^) 



Aus (1), (2) folgt 


(3) 

^ ^ ^ (s») * 

Nehmen wir zwei Punk to ^i, ^2 anstott dann folgt aus (3) 


(4) 




d. h. 


(6) C.-g _ (g^iXs^i) 

^ ^ C3-f (fu*)(xt).) 

(5) ist die Bedingung dafur^ dass zwei Kireise Cl) C:) worauf zwei Punkte 
liegen, den Kreis f in j; benihren. 


( 15 ) 

Betrachten wir drei Kreise f, C) die durch zwei feste Pnnkte 
hindurch geheni dann folgt 

(1) ^+Ao? + <=0) 

wobei X, /i, p drei skalare Grossen sind. 

Fdr einen andem Kreis 3 ergibt sich 

(2) l(f8)+A‘(*78)+>'(fs)=0. 

Nehmen wir noch einen andern Kreis y anstatt 31 dann folgt 

(3) i(fr)+/‘(’?r)+‘'(Cr)=o. 

Aus (1), (2), (3) folgt 
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(fj) 

(>*r) 


9 

(98) 

(9r) 


C 

(C8) 

Cr) 


= 0 . 


Die Gleichung'^^ ist eine Bedingung dafur^ dass dieaelbe zwiachen ftinf 
Kreiaen C* I' bestehen musa, wobei drei Kreiae ^ C 
Punkte hindttroh gehen. 

lat S ein Elreia im B, und g ein nicht auf ihm liegender Fimkt^ ao 
iat 


( 1 ) 

der zu 3 in bezug auf den Kreia c inverae Punkt. 
Greiohfalla iat 

( 2 ) 

der zu ^ in bezug auf den Kreis ; inverse Punkt. 
Aus (1), (2) ergibt sich 


=4(je)e-2(es)-2(5f)f+S 


=8> 

ao folgt der 

Satz: £m inverser Punkt von einem Inveraen Punkt m bmtff auj 
demelben Kreia iat deradbe Punkt. 


( M ) 


Betrachten wir einen KreiabCiachel 

(1) Si+^5» 

VO hf & Kreiae im B 2 undii akalare Qrbaaen iat* 

(1) Pacvaa W.t Inyarumti of sets of Pomti uofltr Invefsion, Amerionn Joum 

WUmOl U (1929) p. 599. 
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SBS 


ist der m 

in be2Stig auf den Kreis S inverse Kreis. 

Ans (2) folgt 

(3) 

wobei bs 

Xt bezw. s, 

in bezug auf den Kreis ? inversen Kreise sind. 

Aus (3) folgt der 

Satz : Durch eine Inversion transjormiert sicfi der KmshinscHiel ziim 
Kreiebusdiel. 


( 17 ) 

1st c ein Kreis und g ein nicht auf ihm liegender Kreis> so ist 

( 1 ) ^ = 2 ( 80? -8 

der zu g in bezug auf den Kreis ^ inverse Kreis. 

Wenn g gleich d. h. g ein Kreis ist, ist, der durch Inversion 
invariant ist, dann folgt aus (1) 

( 2 ) 8 = 2 ( 80?-8 

d. h. 

(3) 8=(8?)? 

Wenn g=g(0 ist, wobei i ein Parameter ist, dann folgt aus (3) 

(0 0?- 

^ wobei 8=(8?)' ^ BerQhrangspuakt von 8 mit 8+8*^* 

Kreise 8(t) sind dann die Schmiegkftise^’^ der Knrve 8(t). 


(1) Tbokbbn, G.i Cber konAmne Geometrie II, Abk wu dem Mrth. Bemiiuur ws d«m 
Math. Sendimr det Hunk Univ. IV Bd. (1826), a 126. 
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Eb sei (}3)=0, bei denea aioh konsekutive Kreise berfihren, dann ist 

(8f)=o; 

also steht 3 auf c senkrecht, der Qperkreis der 3 char. 

( 18 ) 

Wenn 

(8f)=0 

in 

9 =2(8?) '-8, 

dann 

^=-s- 

Aus (j?)=0 folgt. (— d.h. (t5$)=0, daher folgt der 
Satz : TFenn ^ m $ senkrecht durcfi Inversion ist^ dann muss ^ ouch 
m c senkrecht sein. 


( 19 ) 

Ans'^^ 

^i=2(8ic)f-8'» 

^.=2(84)f-8i, 

folgt 

(^i^*)= 4(8, f) + ( 81 8 ')- 

-2(8.%.f)-2(8.f)(8*f) 

={8'8*)» 

denn 

(??)=!. 

So folgt der 

Satz Duroh Inversion Ueibt der Winkd imarkmt 


(1) Veigl (J8). 

(2) CoouDGBi J. L.: A Treatise on the CSrole and the Sphere, Oxford (1916;, p. 24. 



WfnA^/L«=:+ADHJ» 

BHfnA¥A^S + H«ff 

mmnm 

w m m m m m 

««« ^SV r / 34: 

m m m ^MtOTBQpmt 

mmmmm 11/3 = 

«« WftV H / 3 S 

pq A » ^ # it 


««« g 4c«vft=Ta 
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